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Resumo

Nesta investigagdo identificamos as estratégias e os tipos de pensamento algébrico
mobilizados por trés alunos de diferentes ciclos do Ensino Basico na execugdo de um
mesmo conjunto de tarefas. O objetivo foi o de relacionar os tipos de pensamento
algébrico mobilizados e os objetivos de aprendizagem presentes nos documentos oficiais
de orientagdo curricular vigentes em Portugal, tendo em conta o nivel de escolaridade
dos alunos. A recolha de dados foi realizada numa escola da regido de Lisboa por meio
da aplicac@o, acompanhada de entrevista, de quatro tarefas. Organizamos os tipos de
pensamento algébrico mobilizados pelos alunos em fungéo de trés grandes categorias,
nomeadamente Aritmética Generalizada, Pensamento Funcional e Modelagédo, e de
subcategorias que emergiram no decorrer da analise. Este estudo sugere que alunos de
diferentes niveis de escolaridade mobilizam diversos tipos de pensamento algébrico,
embora apresentem estratégias de resolu¢ao semelhantes.
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Abstract

In this research we identify strategies and types of algebraic thinking used by three
students of different levels of Basic School Level in carrying out of same set of tasks.
The goal was to relate the types of algebraic thinking used with the learning aims
presented in the official documents of Portuguese Curricular Orientation but without
forgetting the students’ levels. The process of collecting data was done in a school in
Lisbon through the application of four tasks accompanied by interviews. We organized
the types of algebraic thinking expressed by the students in three main categories:
Generalized Arithmetic, Functional Thinking and Modelling, and also in subcategories
which emerged during the process of data analysis. This research suggests that students
from different school grades used different types of algebraic thinking in spite of using
similar resolution strategies.

Keywords: Algebraic Thinking. Strategies. Types of Algebraic Thinking.
1. Introducao

O reconhecimento do lugar central da dlgebra na Matematica tem
sido acompanhado pela sua integrac¢do nos curriculos do ensino basico ao
redor do mundo. No entanto, sdo reconhecidas muitas dificuldades associadas
a aprendizagem da algebra, suscitando, por exemplo, a reflexdo e o debate
sobre quando iniciar o seu estudo e, de uma forma mais geral, sobre a sua
propria natureza (JACOBS et al., 2007). Concomitantemente, a investigacao
sobre os processos de ensino e de aprendizagem da algebra na educacao
elementar tem mobilizado muitos educadores matematicos nos tltimos anos,
sendo varios os focos assumidos nos estudos. Kieran (2006) apresenta trés
grandes grupos de temas que emergiram nas actas do grupo PME
(Psychology of Mathematics Education) nos ultimos 30 anos,
nomeadamente: a) transi¢ao da aritmética para a dlgebra, variaveis e incognitas,
equacdes e resolucio de equagdes, e problemas de palavras em algebra; b)
uso de ferramentas tecnologicas, focando-se nas multiplas representacdes e
na generalizacdo; ¢) pensamento algébrico dos alunos do ensino elementar,
focando-se no ensino/aprendizagem da algebra, nos modelos dindmicos de
situacdes fisicas e noutros ambientes dinAmicos da algebra.

Estes temas, segundo Kieran (2007), estdo associados a discussao
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da origem dos significados no ensino da algebra: 1) significado interno a
matematica: a) da sua estrutura algébrica; b) de multiplas representagdes; 2)
significado no contexto de problemas; 3) significado derivado do que € externo
a matematica no contexto de problemas (por exemplo, atividade linguistica,
gestos e material de linguagem, metaforas, experiéncias vividas, constru¢ao
de imagens, etc.).

De acordo com Arcavi (2006) parece existir um amplo acordo de
que construimos e reconstruimos significados de modo idiossincratico cada
vez que aprendemos ou manejamos ideias, € que observar e procurar entender
esses processos pode fornecer-nos informagdes importantes sobre os
processos de ensino e de aprendizagem da algebra.

Na presente investigacao identificamos as estratégias e os tipos de
pensamento algébrico mobilizados por trés alunos de diferentes ciclos do
Ensino Bésico na execu¢do de um mesmo conjunto de tarefas matematicas.
Com esse proposito, assumimos os modos de produzir significados para a
algebra discutidos por Lins (1992, 1994) e por Blanton e Kaput (2005).
Adicionalmente, analisamos as relagdes entre estes tipos de pensamento
algébrico evidenciados pelos alunos e os objetivos de aprendizagem presentes
nos documentos oficiais de orienta¢do curricular vigentes em Portugal, tendo
em conta o seu nivel de escolaridade.

A algebra no ensino basico em Portugal

Até ha pouco tempo, em Portugal existia uma reduzida reflexao sobre
o papel da Algebra no curriculo e sobre as razdes para o fraco desempenho
dos alunos neste dominio (PONTE, 2006). Nos programas do ensino basico
em vigor (PORTUGAL, 1991a) verifica-se uma secundarizagio da Algebra,
na medida em que esta surge integrada no tema de Numeros e Calculo e
denota-se um claro predominio de uma visao procedimental deste dominio,
com reduzida atencao aos aspectos conceituais deste campo. De fato, as
expressoes com varidveis e a resolugio de equagoes do 1.° grau simples sdo
o ponto de entrada habitual dos nossos alunos na Algebra a partir do 7.° ano.
Jano Curriculo Nacional (PORTUGAL, 2001) para o ensino béasico a Algebra
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ganha maior visibilidade como grande tema curricular, no entanto,
aparentemente este documento tem tido pouco impacto nas praticas de sala
de aula (PONTE, 2006).

O novo Programa de Matematica do Ensino Bdasico (com
implementagao a partir de 2010) apresenta o pensamento algébrico como um
dos quatro eixos fundamentais em torno dos quais se deve desenvolver os
processos de ensino e de aprendizagem (PORTUGAL, 2007). Neste
programa, a Algebra ¢ introduzida como tema programatico nos 2° e 3° ciclos,
e no 1°ciclo tem ja lugar uma iniciagdo ao pensamento algébrico. Os autores
consideram mesmo que, no dominio da Algebra, este novo programa se
distingue principalmente do anterior pelo fato de estabelecer: “um percurso
de aprendizagem prévio no 1.° e 2.° ciclos que possibilite um maior sucesso
na aprendizagem posterior, com a consideragdo da Algebra como forma de
pensamento matematico, desde os primeiros anos” (PORTUGAL, 2007, p.
7).

Um conjunto de investiga¢des recentes no nosso pais tém procurado
pOr em pratica algumas das orientacdes curriculares assumidas em diversos
estudos nesta area, das quais se aproximam as orientagdes do Novo Programa
de Matematica para o Ensino Basico, evidenciando resultados positivos quanto
ao desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos no 2.° e 3.° ciclos do
ensino basico (ALVARENGA; VALE, 2007; BRANCO, 2008; MATOS;
PONTE, 2008; SANTOS, 2008). No entanto, estes estudos foram realizados
ainda num niimero reduzido de turmas, nao permitindo ter uma panoramica
mais geral sobre esta problematica.

Caracterizacio do pensamento algébrico

Desde a década de 1980 inumeros estudos t€ém-se focado no modo
como os alunos desenvolvem a sua compreensao de conceitos e
procedimentos algébricos e, nos ultimos anos, tém surgido diversas
caracterizagdes para os modos de produzir significados para os objetos e
processos da algebra (KAPUT, 1999; LINS, 1992, 1994; KIERAN, 2007,
LINS; KAPUT, 2004; BLANTON; KAPUT, 2005; MOURA; SOUZA,
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2005; CARRAHER; SCHLIEMANN et. al., 2006) fazendo uso de diferentes
termos. De entre estes, destacam-se o pensamento algébrico, a atividade
algébrica e o raciocinio algébrico. Para Radford (2006, p. 2) se ainda nao
temos uma defini¢ao precisa para Pensamento Algébrico, isso se deve ao
“extenso escopo de objectos (por exemplo, equacdes, fungdes, padroes, ...)
e processos algébricos (inversao, simplificacao, ...) bem como os varios modos
possiveis de conceber o pensamento em geral”.

Apresentamos a seguir os modos de produzir significados para a
algebra discutidos por Lins (1992, 1994), Lins e Kaput (2004), e por Blanton
e Kaput (2005) por demonstrarem preocupagdo com a necessidade do
desenvolvimento do pensamento algébrico, desde os primeiros anos de
escolaridade, e de procurar perceber as estratégias dos alunos, de forma a
dar conta da sua complexidade.

Para Lins (1992, 1994) o pensamento algébrico ¢ um modo, entre
outros, de produzir significado para a dlgebra. Pensar algebricamente € para
este autor: (i) pensar aritmeticamente; (ii) pensar internamente; (iii) pensar
analiticamente (LINS, 1992).

Pensar aritmeticamente significa que os objetos com os quais se
estd a trabalhar sdo exclusivamente nimeros, operagdes aritméticas € uma
relagao de igualdade (LINS, 1994). Nesta perspectiva, € no bojo da linguagem
aritmética que o pensamento algébrico emerge nas suas primeiras
caracteristicas.

O pensar internamente implica considerar os nimeros € as operagoes
apenas segundo as suas propriedades, possivelmente envolvendo igualdade e
desigualdade (LINS, 1992). As propriedades destes objetos, que sustentam
aacao dos alunos, nao fazem referéncia a coisa alguma fora do dominio desses
objetos (LINS, 1994). Esta segunda caracteristica do pensamento algébrico,
o internalismo, foca-se na “possibilidade que temos de distinguir solu¢des
internas, isto €, aquelas produzidas dentro das fronteiras dos campos
semanticos dos numeros e das operagdes aritméticas” (LINS, 1992, p. 14).

O pensar analiticamente caracteriza o pensamento algébrico “como
um método de procura das verdades onde o desconhecido ¢ tratado como
conhecido” (LINS, 1992, p.16). Significa que os nimeros genéricos sao
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tratados exatamente como se fossem especificos e as “incognitas” sao tratadas
exatamente como se fossem “dados” (LINS, 1994).

Lins e Kaput (2004), apds efetuarem uma analise sobre o emprego
da expressao educagdo algébrica, concordam provisoriamente com duas
caracterizagdes para o pensamento algébrico. A primeira “envolve o acto de
generalizacao deliberada e a expressao de generalidades”, e a segunda
“envolve, usualmente como um comportamento separado, um raciocinio
baseado em formas de generalizagdes sintaticamente-estruturadas, incluindo
acOes guiadas sintatica e semanticamente” (LINS; KAPUT, 2004, p. 48). As
acoOes guiadas semanticamente propiciam uma busca de significados, em todos
os sentidos do termo, para o processo de generalizagdo, enquanto que nas
acoes guiadas sintaticamente hd uma preocupag¢do com o processo de
formalizagdo.

Os autores consideram que esta caracterizagdo, de natureza ampla,
do raciocinio algébrico pode ajudar-nos a discutir formas de pensamento
algébrico apropriadas as criangas pequenas e as condigdes para as promover.
De entre estas condi¢des destacam a integragdo de diferentes topicos da
matematica (aritmética, geometria, tratamento da informacao, por exemplo),
a fim de promover o desenvolvimento de formas de pensamento algébrico,
que possibilitariam aos alunos uma melhor capacidade de resolugao de
problemas.

Preocupados também com o desenvolvimento do raciocinio algébrico
de criangas, nas séries iniciais do periodo de escolarizagao, Blanton e Kaput
(2005, p. 413) o definem como ““‘um processo no qual os alunos generalizam
ideias matematicas de um conjunto particular de exemplos, estabelecem
generalizacdes por meio do discurso de argumentacao, e expressam-nas, cada
vez mais, em caminhos formais e apropriados a sua idade”.

Dependendo do nivel de experiéncia dos alunos, estas generalizagdes
podem ser expressas por palavras ou por simbolos, baseados na observagao
de padrdes ou em relagdes funcionais. Estes autores defendem que o raciocinio

algébrico pode assumir varias formas, incluindo:
a) o uso da aritmética como um dominio para expressar e
formalizar generalizagdes (aritmética generalizada);
b) a generaliza¢do de padrdes numéricos para descrever
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rela¢des funcionais (pensamento funcional);

¢) amodelacao como um dominio para expressar ¢ formalizar
generalizagoes;

d) a generalizagdo sobre sistemas matematicos a partir de
calculos e relagdes. (BLANTON; KAPUT, 2005, p. 413).

Para estes autores, a primeira forma apresentada refere-se ao raciocinio
sobre as operagdes e as propriedades associadas aos nimeros, como por
exemplo, generalizagdes sobre a propriedade comutativa da multiplicacao,
ou ainda, o reconhecimento da igualdade como uma relagao entre quantidades.
O pensamento funcional envolve a exploracao e a expressao de regularidades
numéricas, como por exemplo, a descri¢ao do crescimento de padrdes ou
generalizagOes sobre somas de nlimeros consecutivos. A modelagdo envolve
a generalizagdo a partir de situagdes matematizadas ou de fendmenos, como
por exemplo a generaliza¢do de regularidades em situa¢des do dia-a-dia onde
aregularidade ¢ secundaria relativamente ao objetivo mais geral da tarefa.
Por fim, a generalizagdo sobre sistemas matematicos abstratos de célculos e
relagdes, uma forma de raciocinio algébrico menos comum no curriculo do
ensino basico, envolve a generaliza¢do utilizando objetos abstratos e operacoes
sobre classes de objetos.

Consideramos que nas perspectivas de Lins (1992, 1994) ede Lins e
Kaput (2004) ndo ha énfase na linguagem formal (manipulagio de simbolos),
mas nas formas de pensamento e no processo de produgao de significados
dos alunos. Este fato traz implicagdes importantes para a sala de aula,
nomeadamente pelo fato de olharmos para o pensamento algébrico como um
modo de atribuir significados para a matematica ou de refletir matematicamente
(RADFORD, 2006), tdo importante quanto o pensamento geométrico ou
combinatorio. Blanton e Kaput (2005) descrevem o desenvolvimento do
raciocinio algébrico, como um todo, enfatizando todo o processo da atividade
algébrica, desde as primeiras caracteristicas do pensamento algébrico até a
utilizagdo de uma linguagem simbolica para estabelecer generalizagoes.

Neste trabalho utilizamos o termo Pensamento Algébrico como um
modo de descrever significados atribuidos aos objetos da dlgebra, as relacoes
existentes entre eles, a modelagao, e a resolucao de problemas no contexto
da generalizagdo destes objetos.
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Metodologia

O presente estudo € de natureza qualitativa e de cunho interpretativo,
pois visamos compreender dados de natureza qualitativa (as resolucdes e
estratégias dos alunos), procurando recolher dados sobre as interpretacdes
dos alunos sobre as tarefas matematicas propostas e as suas explicagdes dos
processos que utilizaram na resolugdo das mesmas. A recolha dos dados foi
efetuada em uma escola portuguesa’, com um aluno do ultimo ano de cada
ciclo do Ensino Bésico, ou seja, do 4.°,6.°¢ 9.°ano, com cercade 9, 11 e 14
anos de idade, respectivamente. Estes alunos frequentam o Clube de
Matematica que € um espaco extra-curricular orientado por professores de
Matematica no qual os alunos que t€ém motivagao para a matematica resolvem
e discutem tarefas matematicas. Os alunos envolvidos no estudo foram
sugeridos pelo professor responsavel pelo Clube, por revelarem uma boa
capacidade de comunicagao, disponibilidade para colaborar com a
investiga¢ao, e bom desempenho no desenvolvimento de tarefas matematicas.

Cada um dos trés alunos foi entrevistado individualmente durante a
execucao de quatro tarefas (anexo), nas instalacdes da escola, seguindo o
método de entrevista clinica (HUNTING, 1997). As tarefas foram escolhidas
de modo que pudéssemos identificar alguns aspectos centrais do pensamento
algébrico, independentes do nivel de escolaridade dos alunos. A realizagao
das tarefas pelos alunos, em conjunto com a entrevista, teve uma duragao
média de 30 minutos. Solicitamos que, durante a resolugao de cada tarefa, o
aluno fosse descrevendo o que estava a pensar, com o objetivo de perceber
como tinha interpretado a tarefa, que formas de raciocinio e conhecimentos
matematicos estava a mobilizar, e as estratégias que estava a utilizar. Com
esse objetivo, as questdes que faziam parte do guido eram do tipo: “Podes
dizer como estas a pensar? Podes dizer como chegaste a essa solu¢do?
Por que pensaste assim? Gostaria de perceber como pensaste. Se fosses
explicar a um colega, como farias?”

Na fase da entrevista, para que pudéssemos obter mais informagdes
sobre os tipos de pensamento algébrico que os alunos estavam a mobilizar,

3 Agradecemos as professoras Herminia de Sousa e Sandra Pinheiro pela colaboragdo na coleta de
algumas informagdes e primeiras analises.
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propomos outras questdes elaboradas a partir das agdes de cada aluno, além
daquelas que compunham o conjunto das tarefas propostas e o guido da
entrevista. Por exemplo, com o objetivo de verificar se o aluno era capaz de
reconhecer a existéncia de outras formas de generalizagdo equivalente a sua,
apos aresolucgdo da tarefa 3-item C (anexo), apresentamos-lhe, por escrito,
uma estratégia equivalente a que o aluno havia delineado e colocamos-lhe a
questdo: “Um outro aluno respondeu, a esta questao, da seguinte forma...
(entregamos o papel para que ele lesse). Esta correto? Porqué?”’. Neste sentido,
levamos para entrevista uma série de possibilidades de respostas (expressoes
algébricas ou estratégias equivalentes) escritas em “tiras de papel” para que
tivéssemos flexibilidade para apresenta-las aos alunos tendo em conta o seu
desempenho até ali.

O discurso dos alunos e as questdes por nos colocadas foram dudio-
gravados e, posteriormente, transcritos para efetivacao da andlise que se iniciou,
informalmente, no momento da recolha dos dados a medida que os alunos
resolviam as tarefas propostas. Ap6s a recolha dos dados iniciamos uma analise
mais sistematica.

No decorrer da analise dos dados provenientes das entrevistas,
procuramos valorizar mais as estratégias de resolucdo e as reflexdes promovidas
no decurso da entrevista do que o resultado final obtido pelo aluno na resolugao
da tarefa. Mais especificamente, para identificar os tipos de pensamento
algébrico mobilizados pelos alunos realizamos uma anélise descritiva da
produgao escrita de cada aluno e das conversagdes que ocorreram durante a
entrevista, tendo como referéncia as caracterizagdes descritas na secao
anterior. Esta analise permitiu-nos uma percep¢ao do desempenho relativo de
cada aluno, de acordo com seu nivel de escolaridade, para que pudéssemos,
em seguida, analisar as relagdes desse desempenho com os objetivos de
aprendizagem presentes nos documentos oficiais de orientag¢do curricular
vigentes em Portugal.

Estratégias e tipos de pensamento algébrico mobilizados pelos alunos

Apresentamos a seguir as categorias e subcategorias que emergiram
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durante a analise que revelam os tipos de pensamento algébrico mobilizados
pelos alunos na resolugao das tarefas propostas. O texto esta organizado em
fungdo de trés grandes categorias, nomeadamente Aritmética Generalizada,
Pensamento Funcional e Modelagao, e foi construido a partir das estratégias
utilizadas pelos alunos de modo a evidenciar a ocorréncia de nossa codificagao.
No final da se¢do exibimos um quadro sintese com os tipos de pensamento
algébrico identificados.

Aritmética Generalizada

Algumas estratégias utilizadas pelos alunos dos trés niveis de
escolaridade revelam o uso da aritmética como um dominio para expressar e
formalizar generalizacdes (BLANTON; KAPUT, 2005).

Naresolucao da tarefa 1, foi possivel verificar que o aluno do 4.° ano
explora propriedades das operagoes com nimeros, pois estabeleceu um
pensamento relacional, baseado em propriedades estruturais de operagdes
aritméticas, nomeadamente as propriedades associativa e comutativa da

multiplica¢ido. Ele observou a equagao ‘éx&: 2 x2x3x3°

relacionou os seus elementos e utilizou conhecimento aritmético para determinar

o valor desconhecido.
“Este 2 (aponta para o primeiro 2 da expressdo 2x2x3x3)
vem para esta (aponta para a primeira borboleta) e este 2
(aponta para o segundo 2 da expressdo 2x2x3x3) vem
para esta (aponta para a segunda borboleta). Este 3
(aponta para o primeiro 3 da expressdo 2x2x3x3) vem
para esta (aponta para a primeira borboleta), e este 3
(aponta para o segundo 3 da expressdo 2x2x3x3) vem
para esta (aponta para a segundo borboleta)” (Aluno do

4° ano).

Podemos afirmar que ele estabelece uma relacao de identidade,
quando reconhece que as borboletas representam o mesmo valor; explora a
igualdade como uma relacio entre quantidades, € resolve uma sentenca
com nimeros desconhecidos ao encontrar o valor representado pela
borboleta. Este aluno ndo demonstrou dependéncia da realizacao das
operagoes contidas na expressao para resolucao da tarefa 1.
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O aluno do 9.° ano demonstrou ter o0 mesmo tipo de pensamento
descrito no paragrafo anterior, porém utilizou uma estratégia diferente. Calculou
o valor da expressao numérica 2x2x3x3, estabeleceu uma relacao de
equivaléncia entre este valor (36) e o termo desconhecido (como tinha duas
borboletas procurou um nimero que vezes ele mesmo da 36), e comparou o
resultado encontrado (6) com as alternativas apresentadas. Ou seja, efetuou
corretamente a multiplica¢do, em seguida determinou o valor desconhecido e
verificou, de entre as alternativas apresentadas, aquela que era equivalente a

este valor.

“Eu acho que é o C, porque eu multipliquei esses dois
numeros (aponta para o 2x2) e tenho 4, e tenho... e tenho
dois trés. Trés vezes 3 que da 9. Quatro vezes nove da 36.
Cada borboleta... eu substitui por 2 vezes 3 que da 6. Vou
ter que 6 vezes 6 ¢ 36" (Aluno do 9.° ano).

Podemos conjeturar que, apds os calculos, o aluno tomou consciéncia
da estrutura e da composicao da expressao, ao indicar com a caneta 2x3 na
expressao 2x2x3x3 para a 1% e para a 2% borboleta.

O aluno do 6.° ano disse que a alternativa correta era a C e justificou
explicando: “Porque é 2x2, talvez o 2 equivalesse a esta borboleta (apontou
para a 1* borboleta), e 3x3, talvez este 3 equivalesse a esta borboleta
(apontou para a 2* borboleta). £ a resposta C”, e escreveu (ver Figura 1):

Ro: ok ruposta, & 2x3 20 subsitimer umo. horboltor felo 22 0 -
y IR Wm3

Figura 1: Resposta do aluno do 6° ano para a tarefa 1.

Inferimos que este aluno, apesar de ter assinalado a alternativa C como
resposta correta, atribuiu valores diferentes para cada borboleta (para a
primeira borboleta 2 e para a segunda 3), ou seja, ndo estabeleceu a relagao
de identidade entre elas.

Na tarefa 2 os trés alunos resolvem corretamente a questao proposta
recorrendo ao calculo e a experimentacao de alguns nlimeros para encontrar
os valores dos simbolos que tornassem as sentengas verdadeiras. Por exemplo,
o aluno do 6.° ano escreveu:
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. o A F
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Figura 2: Resposta do aluno do 6° ano para a tarefa 2.

Todos os alunos estabeleceram algumas hipéteses iniciais e
exploraram propriedades e relagdes entre os nimeros.
O aluno do 4° ano, antes de iniciar a experimentagao, escreveu:

x :@+@f@
x ©

Figura 3: Resposta do aluno do 4° ano para a tarefa 2.

O aluno do 6.° ano disse: Estou a pensar num numero que seja
menor do que 5 que dé este numero (apontou para o *). E depois quando
formos somar a este (apontou para &), o *, o outro (™) dé um numero
menor que 10.

Terminada a primeira leitura da tarefa, o aluno do 9.° ano disse que
“tinha davidas” porque ndo sabia qual era o algarismo que poderia substituir o
A, mas que tinha certeza que nao era o 0 e nem o 2. Ap6s nos questionar se o
~ndo poderia ser um nimero com mais de um algarismo e experimentar alguns
nimeros, o aluno diz: Se aqui for I (aponta para o #) vai ficar 3. Se este (@)
for 2, vou comegar com numero mais pequeno... Se for 2 vai dar 6. Seis
mais 3 é igual a 9. E como estes numeros tém que ser os mais pequenos
possiveis... Os outros trés ndo vao poder ser... (aponta parao 0, 2 ¢ 6).

Estas hipdteses iniciais baseiam-se no reconhecimento, por parte dos
alunos, da magnitude dos niimeros e revelam um pensar analiticamente.

No entanto, através da resolucgao desta tarefa, nao foi possivel perceber
se os alunos reconheceram que a soma de dois niimeros multiplos de 3 também
¢ um numero multiplo de 3. Deste modo propusemos-lhes outra situagao: “Se
cada simbolo representasse um numero qualquer, o valor de ™ poderia
ser 15? Por qué? Poderia ser 22? Por qué?”.
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O aluno do 4.° ano, em um primeiro momento, afirmou que o ** ndo
poderia ser 15 ou 22, e justificou: “Porque a unidade tem que ser 9! So
pode ser 19, 29, 39 e assim...”. Inferimos que ele tenha respondido deste
modo pelo fato de, para um algarismo, a resposta ter sido 9 e, portanto, para
um numero constituido por mais de um algarismo, o algarismo das unidades
teria que ser também 9. Ao ser questionado do porqué do * poder ser 19,
realizou alguns calculos e mudou a sua resposta. Embora tenha respondido
corretamente, demonstrou dependéncia da realizagao de célculos para resolver
anova tarefa.

Os alunos do 6.° ¢ 9.° anos, para responderem quanto a possibilidade
do " ser 15, efetuaram alguns calculos e disseram que era possivel. Quanto
ao 22, apesar de recorrerem a experimentagao, ambos demonstraram
reconhecer que a soma de trés parcelas iguais ¢ um miultiplo de 3.
Porém, nada se pode dizer quanto a compreensao ou nao de que a soma de
dois nimeros multiplos de 3 também ¢ um numero multiplo de 3. O aluno do
6.° ano disse “2+2+2=6 e o numero que somado com esse que da 22 é o
16, e ndo ha nenhum numero que multiplicado por 3 dé 16”. E o aluno do
9° ano justificou com o seguinte argumento: “Se for 5. Cinco, cinco, cinco da
15. Ndo ha meio de ter trés numeros iguais... Um numero vezes 3 que vai
dar 7, para chegarno 22”. Os argumentos utilizados revelam que estes dois
alunos tratam o niimero algebricamente, conhecem algumas propriedades
da estrutura aditiva e multiplicativa, nomeadamente magnitude,
complementaridade e composi¢ao/decomposicao.

Na resolucdo da tarefa 3, o aluno do 4.° ano utilizou a contagem,
apoiada na construgdo de esquemas, como estratégia de resolugio dos itens
AeB.

0 9 9 ¢ O %
O)TDDD D5 885 ¢
L ol OO UL D5
0 9 ¢ OODO 00600%7(?59;)5%0
Item A Item B

Figura 4: Resposta do aluno do 4° ano para os itens A e B da tarefa 3.
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Para determinar a quantidade de cadeiras para a Mesa 20, representou
apenas 10 mesas e explicou: “Vai dar 42! Porque 20+20 da 40. Mais dois
de cada lado da 42, Este aluno expressa um raciocinio aditivo, demonstra
ter ideia de proporcionalidade ainda de natureza aditiva. Nao foi capaz de
produzir uma generalizagdo para esta situagdo, permanecendo no dominio da
aritmética. Apos ler pausadamente, por duas vezes, o que era pedido no item
C respondeu que tinha 4 cadeiras. Como estava escrito “Quantas cadeiras
tera uma mesa qualquer deste tipo?” inferimos que ele interpretou que o
enunciado pedia quantas cadeiras tera uma mesa, ou seja, amesa 1.

O aluno do 6.° ano utilizou, inicialmente, um raciocinio recursivo €
depois um raciocinio multiplicativo para resolver a tarefa. Como justifica¢ao
da sua resolucao do item A, disse: “Porque se a mesa I tem 4, a 2 tem 6, é
sempre de 2 em 2. E do 2 ao 5 vdo 3 mesas. [...] A mesa 5 tem 12
cadeiras”. Em relacdo a resolucdo do item B, afirma: “Da mesa 5 até a
mesa 20 sdo 15 mesas e em cada mesa vdo ser sempre mais duas cadeiras,
por isso basta fazer 2x15=30 e depois adicionar 12 a 30 que da 42"

o0
ODO = 4 paderas = a1
O (o]

* ~ 6 rodvinay = tn20a R 3 +Q podsinan que Ma emsda
ODOO Rodsinap - ;

[

o o 0
OB DDO =& Radairas = mmB-:r—!—&:CaJ-w\-m?u o e
6} ¢ ) andieh

Auan eoddisan Do~ Roda
aneaa .

"DD ""349@0{09WA$RMQ QO—J,ea—ntwwekoﬁmm
o 0

Q4% =30 A2430 242
Ro: o6 nveno 20 ke ¢ & £oduioa.

Figura 5: Resposta do aluno do 6° ano para os itens B e C da tarefa 3.
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Pensamento funcional

Nas estratégias dos alunos, relatadas a seguir, analisamos os tipos de
pensamento algébrico em que se evidenciam algumas relagdes funcionais
mobilizadas para generalizar o padrao proposto na tarefa 3.

Os alunos do 4.° ¢ 6.° anos prevéem condicoes desconhecidas a
partir de dados conhecidos, como se evidencia nas estratégias relatadas
na sec¢ao anterior.

Para o item C da tarefa 3, o aluno do 6.° ano, apds a primeira leitura,
revelouuma compreensao semelhante a do aluno do 4.° ano. Ao ser esclarecido
que poderia ser uma mesa do tipo 1, ou 2, ou 3, escreveu:

Ro: Uma quaﬁqwo dede #pe Tl 4M1mg » 9 Rodoinas
Wamm. e "

Figura 6: Resposta do aluno do 6° ano para o item C da tarefa 3.

Por meio desta afirmagao verificamos que ele, na tentativa de explicitar
uma lei de formacgao, encontra uma relacao funcional recursiva, ¢ identifica
e descreve um padrao numérico.

O aluno do 9.° ano demonstrou a mobiliza¢ao de um raciocinio funcional
desde o inicio da exploragao desta tarefa. Ao ser questionado sobre o porqué
da mesa 5 ter 12 cadeiras disse: “Multipliquei o numero da mesa por 2 e
somei os topos. (...) Aqui (apontou para o item B) deve ser 42. Na mesma
logica”. E escreveu:

Z Z(Mu,vum 4, W\‘,):/_o‘,‘
(= dehas

Figura 7: Resposta do aluno do 9° ano para o item C da tarefa 3.

Além de identificar e descrever um padrao numérico, este aluno
estabelece uma correspondéncia entre as quantidades (termo geral), e
expressa simbolicamente quantidades e operacées, ainda que na forma
sincopada.
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Com o objetivo de verificar se cada aluno era capaz de reconhecer a
existéncia de outras formas de generalizagdo equivalentes a sua, apos a
resolugdo da tarefa 3 item C, apresentamos-lhes, por escrito, uma estratégia
equivalente as que tinham seguido e questionamo-los: “Outro aluno respondeu,
a esta questdo, da seguinte forma... (entregdmos o papel para que ele
lesse) Estd correcto? Porqué?”.

Como o aluno do 4.° ano nao revelou qualquer generalizagdo para a
situacdo proposta apresentamos-lhe a frase: 4 mesa 2 tem 6 cadeiras e a
mesa 1 tem 4 cadeiras, ou seja, o numero de cadeiras da mesa é sempre
duas a mais do que a da mesa anterior. Ele reconheceu-a como verdadeira.

O aluno do 6.° ano expressou um raciocinio recursivo, na sua tentativa
de generalizagdo. Desse modo, apresentamos-lhe a frase: A mesa 2 tem 6
cadeiras e a mesa I tem 4 cadeiras, ou seja, o numero de cadeiras da
mesa ¢ sempre duas a menos do que a da proxima mesa. Ele disse: “Acho
que esta correta, ¢ uma outra maneira de explicar”.

Como o aluno do 9.° ano manifestou um raciocinio funcional,
expressando-o por meio de uma linguagem sincopada, entregamos-lhe, em
momentos diferentes, duas frases equivalentes a generaliza¢ao que realizou.
Na primeira estava escrito: O numero de cadeiras é quatro vezes o numero
de mesas, menos duas cadeiras para cada unido de duas mesas. Ele
justificou, por meio de célculos, que estava correta. A segunda frase indicava:
“2n-4+6". Apds alguns célculos, o aluno disse que estava correta. Quando
lhe foi solicitado para comparar esta expressao com a que ele tinha escrito,
argumentou: “Eu acho que o meu caminho é muito mais simples, por que
¢ so somar 2 ao dobro do numero das mesas. Este outro tera que
multiplicar o numero da mesa por dois, depois subtrair 4 e somar 6.
Basicamente -4 mais 6, vai ser a mesma coisa que o meu 2n mais 2.

Deste modo, podemos afirmar que os alunos do 6.° ¢ 9.° anos
reconhecem como verdadeiras outras formas de generalizacio
equivalentes a sua.

Modelacdo

Ao tipo de pensamento algébrico manifestado pelos alunos na
resolucdo da tarefa 4 esta associado a busca da constru¢ao de um modelo
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como um modo de expressar generalizacio, na busca de uma estratégia
para resolver um problema.

Nem todos os alunos resolveram a tarefa 4 com sucesso. Utilizaram
sucessivas inferéncias logicas, nas quais os valores desconhecidos foram
interpretados como quantidades desconhecidas mas, ao adoptarem uma
estratégia de tentativa e erro cometeram, por vezes, pequenos erros de calculo
que os direccionaram para valores que nao poderiam levar a solugao correta.

O aluno do 9.° ano foi o0 tinico que, apds algumas tentativas, chegou ao resultado
final.

“Entregou 100 telegramas em 5 dias. Sete a mais em cada
dia... Vamos ver[...] Se, no primeiro dia, ele entregou
10[...] 10 mais 7, 17, para o segundo dia. Para o terceiro
dia 17 mais 7, 24. No quarto dia entregou 31. E no ultimo
diavai 38. [...] (sussura como se estivesse a pensar alto):
10 mais 17, 27. Este aqui vai dar, 24 mais 31, 55. E o
ultimo vai ser mais 38. Este ja vai ultrapassar o 100. Entdo
Jandovaidar (risca 27, 35 e 38, conforme figura a baixo)”

(Aluno do 9° ano).

A medida que pensava, representava o seu raciocinio por meio de um
esquema, revelando assim que havia compreendido o enunciado do problema.

( ( ( | ( = 149 Q

o 4 ,5’1 ;a

Figura 8: Resposta do aluno do 9° ano para a tarefa 4.

Ap6s verificar que ultrapassava o valor pretendido, experimentou de
novo, alterando o valor atribuido ao primeiro dia para sete e, em seguida,

para cinco, até que obteve o valor desejado.
“Porque se o numero do qual eu parto, ja vai ultrapassar
o 100, ndo faz sentido aumentar o numero. 5 mais 7, 12.
12 mais 7, 19. 19 mais 7, 26. 26 mais 7, 33[...] (Siléncio
enquanto faz os calculos). 62 mais 33, também ndo vai
dar. Vai ficar abaixo[...]. S6 posso rezar para que seja o

6" (Aluno do 9° ano).
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Podemos constatar que o aluno elabora, justifica e testa as suas
conjecturas, mas nao expressa por meio de simbolos uma relacao que lhe
permita resolver o problema.

Os alunos do 4.° e 6.° ano, apesar de terem usado estratégias
semelhantes, ndo concluiram a tarefa 4. Afirmaram que se fosse a mesma
quantidade de telegramas por dia, bastava dividir 100 por 5. Na tentativa de
resolugdo atribuiram valores para o primeiro dia e acrescentaram 7 telegramas
para cada dia até o quinto dia, e em seguida somaram os valores encontrados.
Porém o que impossibilitou que chegassem a resposta, na execugao desta
estratégia, foi o facto de terem errado alguns céalculos que, por vezes,
desestruturaram as suas conjecturas. Por exemplo, o aluno do 6.° ano
experimentou o valor de 7 telegramas para o primeiro dia, mas errou ao efectuar
asoma:

354+ Q8 +21+ A4+7=38

Figura 9: Primeira resolucdo do aluno do 6° ano para a tarefa 4.

Ao tentar o valor de 8 telegramas para o primeiro dia encontrou:

36429+ 22+ 19+8=211Q

Figura 10: Segunda resolugdo do aluno do 6° ano para a tarefa 4.

Estes resultados desestruturaram a sua estratégia.

Ndo pode ser o 7 e o 8 porque na 1°conta, como vimos da
95, e aqui ja da mais que 100. Por isso o resultado tem que
estar aqui entre os dois numeros. [...] Entre 0 95 e 110.
Como nao ha numeros decimais nos telegramas, acho que

¢é impossivel! (Aluno do 6° ano).

Através da forma como analisa os resultados parece revelar ndo ter
dificuldade em estabelecer a relagdo entre a quantidade total de telegramas
distribuidos e o nimero de telegramas entregues no primeiro dia.

Esta dificuldade foi manifestada pelo aluno do 4° ano quando
experimenta 8 quantidades diferentes para o primeiro dia, mas nao apresenta
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qualquer relacdo entre os valores obtidos e as escolhas feitas para o primeiro
dia. Passou de 7 telegramas no primeiro dia para 19, depois para 20 e depois
para 5, como se a diferenca entre estes nlimeros nao fosse muito significativa
ou ndo guardassem entre si alguma relagao.

Quadpro sintese

Apresentamos a seguir um quadro sintese (Quadro 1) com os tipos
de pensamento algébrico que identificamos a partir do que os alunos disseram
e escreveram durante a resolucao das tarefas que lhes propusemos.
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Consideracoes finais

Temos consciéncia de que os tipos de pensamento algébrico
mobilizados pelos alunos estao condicionados as tarefas que foram propostas.
Se tivéssemos um maior numero de tarefas, ou acompanhado estes alunos
nas suas atividades de sala de aula, € natural que outros tipos de pensamento
algébrico pudessem ter sido identificados. Por exemplo, ndo foram propostas
tarefas que permitissem identificar se os alunos sao capazes de fazer
generalizagdes sobre sistemas matematicos, nomeadamente, se utilizam uma
generalizagdo para construir outra generalizagao (por exemplo: o aluno pode
justificar a generalizagao de que a soma de trés nlimeros impares ¢ um nimero
impar utilizando outras generaliza¢des: impar + impar = par e par + impar =
impar). No entanto, a nossa inteng¢ao era a de identificar alguns dos aspectos
centrais do pensamento algébrico que nos permitissem estabelecer alguma
comparacao entre alunos de niveis de escolaridade diferentes.

Os tipos de pensamento algébrico revelados foram:

» Aritmética Generalizada: exploragao de propriedades e relagdes entre
numeros, exploracao de propriedades das operagdes com niimeros,
exploragdo da relagdo de identidade, exploragdo da igualdade como
umarelagao entre quantidades, resolucao de sentengas com niimeros
desconhecidos, tratamento algébrico do nimero, pensamento aditivo
e multiplicativo;

* Pensamento Funcional: expressao simbolica de quantidades ou
operagoes, estabelecimento de relagdes funcionais, previsdes,
identificagdo e descrigdo de padrdes numéricos, relagao de
equivaléncia;

* Modelagao: generalizagdes de calculos e relagdes na resolugao de
problemas.

Relativamente as estratégias, os alunos, na maioria das vezes,
demonstraram dependéncia de calculos para a resolugao das tarefas, utilizando
o que Filloy, Rojano e Solares (2004) chamam de “Método de sucessivas
inferéncias analiticas” (Method of Successive Analytic Inferences - MSAI) e
apresentaram estratégias de experimentacdo. Nao recorreram ao uso da
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linguagem simbdlica, sendo que apenas o aluno do 9° ano faz uso linguagem
algébrica na forma sincopada.

A seguir, relacionamos os tipos de pensamento algébrico que
identificamos durante a resolu¢ao das tarefas com os aspectos da competéncia
matematica relativos a algebra presentes no Curriculo Nacional do Ensino
Bdasico (PORTUGAL, 2001), e com objetivos de aprendizagem neste dominio
no Plano de Organizagdo Curricular e Programas para o 1.° Ciclo do
Ensino Basico, e no Plano de Organizagdo do Ensino-Aprendizagem para
os 2.°e 3.° Ciclos do Ensino Basico (PORTUGAL, 1991a, 1991b).

Os alunos revelaram pensar aritmeticamente nos momentos em que
explicitaram oralmente e representaram por escrito os passos seguidos ao
efetuar célculos, que constitui um objetivo definido para o 1.° ciclo. Os alunos
do 4.° e 6.° ano utilizaram alguns aspectos do pensamento proporcional,
objetivo dos 2.° e 3.° ciclos para resolver um problema.

Um pensar analiticamente foi revelado pelos alunos no momento
em que elaboraram hipdteses iniciais para resolugdo de problemas. Eles
discutiram cada situagdo, apresentando argumentos e os processos utilizados
(objetivo do 3.°ciclo).

Dos objetivos definidos para o 2.° ciclo, os trés alunos traduziram
dados de um problema de uma linguagem para outra (verbal, simbolica, grafica)
e descreveram e discutiram estratégias de resolugao de problemas. Somente
o aluno do 4.° ano utilizou propriedades das operagdes para simplificar o
calculo mental ou escrito e estimou ordens de grandeza do resultado,
demonstrando um pensar internamente. Este pensar internamente foi ainda
revelado, pelo aluno do 9.° ano, no momento em que estima a ordem de
grandeza de um resultado antes de efetuar o calculo (objetivo do 1.° ciclo),
além disso, reconhece multiplos de um niimero natural, objetivo do 1.° ciclo
também atingido pelo aluno do 6.° ano. Os trés alunos descobriram relagdes
entre nimeros, objetivo definido para o 3.° ciclo.

Quanto aos aspectos da competéncia matematica para o Ensino
Bésico, os alunos demonstraram aptidao para analisar relagdes numéricas de
uma situacao e explicita-las em linguagem corrente. Os alunos do 6.°e do 9.°
revelaram predisposicao para procurar padrdes e regularidades e para formular
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generalizagdes em situagdes diversas. O aluno do 9.° ano mostrou aptidao
para concretizar, em casos particulares, relagdes entre variaveis e para analisar
relagcdes numéricas de uma situagao, explicita-las em linguagem corrente e
representa-las através de diferentes processos, incluindo o uso de simbolos.

Constatamos que os alunos dos trés ciclos apresentaram estratégias
de resolucdo semelhantes, e que os alunos do 1.° e 2.° ciclos atingiram alguns
dos objetivos propostos, relativos a algebra nas orientagdes curriculares, para
0 3.°ciclo. Estes fatos reforgam a possibilidade do pensamento algébrico ser
valorizado e assumido como orientagao transversal no curriculo. Apesar dos
alunos do 1.° ¢ 2.° ciclos terem mobilizado tipos de pensamento algébrico
distintos, no que se refere a aspectos do pensamento funcional € a modelacao,
eles demonstraram capacidade de conjecturar e justificar fatos e relacdes
matematicas.

Como referimos o Novo Programa de Matematica apresenta o
pensamento algébrico como um dos eixos fundamentais do processo de ensino
e aprendizagem, dando grande visibilidade. O sucesso na implementacao de
novas orientagdes curriculares depende do modo como os professores lidam
com elas. E de fundamental importancia que os professores estejam preparados
para identificar e compreender os diferentes tipos de pensamento algébrico
expressos pelos alunos, sejam estes manifestados por meio de accdes
programadas pelo professor ou de modo espontaneo (BLANTON; KAPUT,
2005; JACOBS et al., 2007). A capacidade de os professores identificarem
diferentes tipos de pensamento algébrico € condi¢ao necessaria para que eles
possam explora-los, em sala de aula, nos momentos em que estes sao
manifestados. No entanto, para que tal aconteca é necessario providenciar
formas de suporte profissional para que eles desenvolvam capacidades que
possibilitem a execucao das novas orientagdes curriculares de uma forma
sustentada.

Acreditamos que a analise e o estudo dos tipos de pensamento
algébrico descritos anteriormente pode constituir um importante contributo
para os professores “desenvolvam ‘olhos e orelhas’ algébricas como uma
nova forma de olhar para a matematica que ensinam e de ouvir o que os
alunos pensam sobre isso” (BLANTON; KAPUT, 2005, p. 440). No presente
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estudo, pudemos verificar que se, por um lado, os alunos comegam a pensar
algebricamente antes de serem sujeitos a um ensino explicito da algebra, por
outro, a linguagem e os procedimentos algébricos nem sempre sao mobilizados
pelos alunos na resolucdo de situagdes em que seriam uteis.
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Anexo

Tarefa 1

Pelo que devemos substituir gde modo a ter-se:

#x&:ZKZXSKS?

A) 2 B) 3 C)2x3 D)2x2 E)3x3
Explica como chegaste a tua resposta.

Adaptado do Canguru Matemadtico sem Fronteiras — Categoria Benjamin
(UNIVERSIDADE DE COIMBRA, 2008)

Tarefa 2
0s cinco simbolos @, #, #, &, " representam cinco algarismos diferentes. Sabendo que
@+@+@=*
B+H+H#=&
iy &= A

Qual é o algarismo representado por A?

A)D B) 2 C)6 D) & E)9

Explica como chegaste a tua resposta.

Adaptado do Canguru Matemdtico sem Fronteiras — Categoria Benjamin
(UNIVERSIDADE DE COIMBRA, 2008)

Tarefa 3

Na figura encontra-se um esquema de uma das salas de jantar do Restaurante da Matematica, onde a mesa 1 tem
4 cadeiras; a mesa 2 tem 6 cadeiras e a mesa 3 tem 8 cadeiras. As mesas seguintes seguem a mesma sequéncia
das da figura.

O @] O O (@] O
O o O o 0 @)
O O O @) (@) O
Mesa 1 Mesa 2 Mesa 3

A- Quantas cadeiras tera a mesa 5?
B- Quantas cadeiras terd a mesa 20?
C- Quantas cadeiras terda uma mesa qualquer deste tipo?

Adaptado do Exame Nacional de Matematica Adaptado (PORTUGAL, 2006).

Tarefa 4

Um carteiro entregou 100 telegramas em 5 dias. Em cada dia, a partir do primeiro, entregou 7 telegramas a mais
que no dia anterior. Quantos telegramas entregou em cada dia?

Prova de questées abertas do AVA/PR 2002. (BURIASCO; CYRINO; SOARES, 2003)
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