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Resumo

Este artigo inicia-se com uma interpretacdo do papel do conceito de valor absoluto na Matematica
universitaria e com uma possivel descricdo de como os alunos aprendem tal conceito. O referencial
tedrico Acgdo-Processo-Objeto-Esquema (APOS) utilizado para descrever o desenvolvimento cognitivo é
uma extensdo das idéias de Piaget sobre abstragdo reflexiva, e permite-nos classificar as construgdes
mentais presentes no processo de aprendizagem de conceitos matematicos avangados. Baseados num
modelo provisério de aprendizagem do valor absoluto de nimeros reais, os dados de entrevistas com
calouros universitérios séo interpretados. Os resultados sugerem que o nivel de abstracdo dos alunos
participantes ndo Ihes permite um entendimento adequado do conceito. Alguns dados também indicam
que o trabalho em grupo e as representacdes graficas sdo fatores relevantes em propostas de acles
didaticas, pois parecem facilitar a construcdo de um conhecimento mais eficiente e significativo.
Palavras-chave: Teoria de aprendizagem. Construgdes cognitivas. Conhecimento matematico
universitario. Valor absoluto.

Abstract

In this paper, we begin with a somewhat pedagogical statement about what we think is the role of the
absolute value concept in the mathematical context, and we try to understand how a student learns this
concept. The theoretical perspective of cognitive development is an extension of Piaget’s ideas about
reflective abstraction, and it allows one to describe the mental constructions present in a learning process
of advanced mathematical concepts. Based on an initial cognitive model of how the absolute value may
be learned, an attempt to interpret the interviewee's data using the Action-Process-Object-Schema
(APOS) theoretical framework is made. There is evidence showing that the level of abstraction of these
starting college students enables them to have an appropriate understanding of the absolute value. The
results of the data analysis also suggest that graphic representations and cooperative learning are relevant
factors for a pedagogical approach, because they seem to lead to more efficient and meaningful
knowledge.

Keywords: Learning theory. Cognitive constructions. Undergraduate mathematical knowledge. Absolute
value.

Introducéo

O objetivo principal é apresentar uma perspectiva para analise de construcéo de
conhecimento por um aprendiz supostamente capaz de utilizar um conjunto de técnicas

e concepcbes da Matematica preestabelecidas, e verificar se tal conhecimento
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corresponde as expectativas de aprendizagem no ensino superior. O estudo inicia-se
pelo estabelecimento de valores de validade e de alcance do conceito de valor absoluto
no contexto da Matematica do ensino superior, e também idealiza uma descricdo de

processos cognitivos realizados por aprendizes ao lidar com este conceito.

O papel do conceito no contexto matematico

O resgate historico do conceito de valor absoluto, feito por Gagatsis e Thomaidis
(1993), atribui suas origens a fase de formalizacdo de conceitos matematicos avangados,
como o de funcdo continua. Os autores identificam quatro fases na evolucao do conceito
de valor absoluto. Nas duas primeiras, ele aparece, implicitamente, nas estimativas de
erros em calculos de solucGes de equaces, fases estas em que a nogdo de nimero € a de
medida de quantidades. Esse conceito se explicita a medida que o conceito de numero
real evolui do empirico para o formal. Cauchy, pesquisador desta fase, em seus
primeiros ensaios sobre Analise Real, em 1821, formalizou o conceito, chamado por ele
de "valor numérico”, definindo-o, deduzindo e aplicando as propriedades,
particularmente, as suas técnicas de épsilons e deltas. Cauchy também relacionou o
valor absoluto de um ndmero real ao de mddulo de numeros complexos, ja entdo
conhecido, ambos significando distancia de um nimero & origem, motivo de uma das
atuais representacoes, | X | = \/F :

O uso que Cauchy, e posteriormente Weierstrass, fazem do conceito e de suas
propriedades constituem a teoria atual do valor absoluto, imersa nas disciplinas do
ensino superior Anélise Real Continua e Numeérica.

No campo da Analise Continua, é essencial que um individuo interprete o valor
absoluto da diferenca entre dois numeros a e b, | a-b |, como distancia entre tais
numeros, que entenda sob quais condigdes tal distancia é invariante, e associe o simbolo
| a-b |< r a intervalos abertos centrados em b ou a, e que realize majoracdes com a
desigualdade triangular |a+b| < |al+|b|. Tais habilidades devem estar articuladas aquelas
que permitem discutir condigdes de existéncia ou reconhecer tipos de solugdo de
equacOes e inequacdes. Para isto, é necessario que se entendam e se usem elementos
I6gico-matematicos, como quantificadores e conectivos. Essas habilidades e concepgoes

estdo presentes, segundo Tall (1995), no nivel do "pensamento matematico elementar",
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onde se processa a compreensdo inicial de conceitos considerados avangados no quadro
tedrico matematico.

No campo da Analise Numérica, estudam-se os métodos adequados a resolucao
de modelos matematicos de situacdes do mundo real, com varidveis definidas em
conjuntos numeéricos discretos. Hoje, devido ao uso de recursos tecnoldgicos, e a
expansdo dos tipos de modelos usados por outras areas do conhecimento, restabelece-se
a discussdo do erro em estimativas de valores. Nas estimativas, obtidas por regras
operacionais, é importante controlar o grau de precisao, isto é, a ordem de grandeza do
erro. Esta ordem de grandeza € expressa pelo valor absoluto da diferenca entre dois
limitantes da solucédo desejada, ou entre uma estimativa e a solucdo propriamente dita,
caso esta seja conhecida. As habilidades e concepcdes deste nivel de conhecimento
estdo presentes quando se faz uso de teorias Matematicas, em &reas como as da
Matemaética Aplicada ou Engenharia.

Contudo, pode-se constatar (CHIARUGI et al., 1990; PERRIN-GLORIAN,
1995; BRUMATTI, 2001) que, em geral, os alunos ndo apresentam uma compreensao
do conceito de valor absoluto compativel com as expectativas destas disciplinas, pois,
aparentemente, no ensino superior, ele € (re) ensinado superficialmente, e nos mesmos

moldes dos textos apresentados nos livros didaticos sobre o valor absoluto.

Sobre o ensino e a aprendizagem do valor absoluto

Na analise de alguns livros iniciais de Calculo, Brumatti (2001) mostra que
alguns autores enfocam o conceito de modo completo, ou seja, apresentam diversas
representagdes, interpretacdes e aplicacOes, e verificam suas propriedades, embora estas
estejam geralmente dispersas ao longo de secGes distintas ou de listas de exercicios. H&
autores que optam pela absoluta falta de citacdo do conceito, enquanto outros o citam,
mas ddo pouca atencdo as suas aplicacdes. As vezes, a apresentacdo do conceito é
informal, evitam-se representacdes simbdlicas e, até mesmo, 0 seu nome, 0 que sugere
ser uma tentativa de se "deixar para mais tarde" o seu estudo.

A autora conclui que, de fato, tais abordagens ndo seriam apropriadas para
orientar um aluno universitario a reorganizar o conhecimento, estabelecido em geral no

ensino médio para, com sucesso, operacionar o valor absoluto, transpor o conhecimento
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construido em uma dada situacdo a outras do contexto matematico ou, ainda, para
orienta-lo na transposicdo de um conhecimento informal/intuitivo sobre distancia ao
conhecimento estabelecido pela Matematica.

Relativamente as pesquisas sobre a aprendizagem do conceito, estas restringem-
se ao nivel pré-universitario, a analise das dificuldades de alunos e das estratégias
adotadas por professores, valorizando, em geral, o aspecto algebrico do conceito. Além
disso, as poucas propostas apresentadas para o ensino do valor absoluto, em geral, ndo
favorecem uma concepcdo ligada as raizes historicas do conceito, ndo exploram bem as
caracteristicas ou propriedades do valor absoluto, que se aplicam em outros conceitos, e
ndo parecem se preocupar com aspectos que podem causar dificuldades na
aprendizagem.

Entre os autores que tratam de problemas sobre as dificuldades dos alunos no
entendimento de conceitos que, por sua vez, estdo relacionados ao entendimento do
valor absoluto, podem-se citar, entre outros, aqueles que justificam tais dificuldades em
vista de o conceito de valor absoluto admitir varias defini¢cdes (POLLAK,1987), e o
aluno preferir lidar com caminhos Unicos (PERRIN-GLORIAN,1995); estar
historicamente ligado a formalizagcdo de conceitos avancados (GAGATSIS;
THOMAIDIS, 1993; DUROUX, 1983); apresentar-se antes de pré-concepcdes, e em
uma linguagem Matematica que use de conectivos logicos e/ou quantificadores
(DUBINSKY e YAPARAKI, 2001; ROGERSON, 1994) e cuja manipulacdo apresente
grandes dificuldades algébricas (CHIARUGI et al., 1990). E, ainda, hd o fato de a
funcdo modular ( f(x) = |x| ), além de ser definida por partes, apresentar-se, as vezes,
sob forma de funcdo composta nas aplicacbes do conceito, isto €, g(x) = | x-a |
(BREIDENBACH et al., 1992).

Estas consideracbes e, também a nossa pratica docente, sugerem que
apresentacdo e compreensdo inadequadas do valor absoluto véo se refletir em:
dificuldades na aprendizagem do conceito de limite segundo Weierstrass; no
entendimento do exemplo tradicional de funcdo continua, mas ndo-diferencidvel; na
dificuldade em transpor alguma concep¢do do conceito a situagdes-problema que
envolvam propriedades preservadas por simetria, como no calculo da primitiva da

funcdo 1/x ou de areas de regides planas e simétricas em relacdo ao eixo OX.
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A partir dessas consideragdes, buscou-se investigar quais concepcdes e
construces de um aprendiz permitem avangcos no processo de construcdo do

conhecimento e, assim, propor estratégias de acdo pedagogica gque as estimule.

Uma Perspectiva do Processo de Construcédo do Conceito de Valor Absoluto

Duas perguntas orientaram as reflexdes sobre quais estruturas cognitivas estao

presentes ou sdo necessarias em processos de aprendizagem do valor absoluto:

e Como um aluno constradi o seu entendimento do valor absoluto?

e Quais 0s componentes de um esquema mental e as inter-relagfes entre estes,
presentes na aprendizagem, e a aplicacéo do conceito de valor absoluto?

A interpretacdo de estruturas cognitivas baseia-se nas nocbes de abstracdo
reflexiva e de construgdes mentais propostas por Dubinsky (1991) ao estender a teoria
de aprendizagem de Piaget (1977) e Piaget et al. (1995) ao contexto da Matematica no
ensino superior.

Conhecer € um processo de interacBes continuas entre sujeito cogniscente e
objeto(s) matematico(s), cujos resultados séo assimilados ou acomodados em estruturas
I6gico-Matematicas que, por sua vez, sdo utilizadas em, ou sdo passiveis de novas
transformacg0es. ConcepgOes ou procedimentos mentais (chamados de construgdes) sdo
fruto desses resultados, sobre os quais pode agir um mecanismo, a abstracéo reflexiva
(PIAGET et al., 1995), que os induz a movimentos de equilibracdo e reorganizacdo. A
descricdo da natureza da abstracdo reflexiva - coordenacdo, interiorizacao,
generalizacdo, reversdo, encapsulacdo (DUBINSKY, 1991) - depende da conjuncéo de
abstraces realizadas pelo sujeito sobre ou através de suas concepcoes.

O conhecimento de um individuo desenvolve-se quando ele realiza atividades ou
procedimentos mentais com ou através de suas estruturas cognitivas. Em atividades
mentais, a realizacdo ou ndo de um ou outro tipo de construgdo (agdo, processo ou
objeto) evidencia a presenca de um certo nivel de concepcao do conceito em estudo.

Um esquema mental do conceito em foco é uma colecéo coerente de processos,
objetos e outros esquemas cognitivos construidos, que sdo recuperados de maneira
consciente ou ndo, reorganizados, coordenados a outros e expandidos para se trabalhar

com uma situacdo dada (CLARK et al., 1997). Aqui, coerente, refere-se a maneira
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propria de se decidir, implicita ou explicitamente, quais componentes fazem parte ou
ndo de um esquema evocado para lidar com aquela situagéo.

A teoria de aprendizagem APOS (action-process-object-schema) (ASIALA et
al., 1996), desenvolvida nessa linha, e que fornece o suporte tedrico a esta pesquisa, tem
como objetivos: compreender melhor como a Matemética pode ser aprendida;
desenvolver e aprimorar técnicas para coleta, analise e avaliacdo de dados; criar e
implementar propostas de acdo didatica. Nessa direcdo, é proposto um modelo cognitivo
em que sdo explicitados tanto os niveis de concepc¢des do aprendiz assim como as
construcdes e as abstracbes mentais usadas por ele ao lidar com o conceito em foco. A
finalidade do modelo ¢ a de esclarecer e aprimorar a epistemologia do conceito e a sua
didatica, através de acbes pedagogicas que possam ampliar o mundo de experiéncias do
aprendiz, para leva-lo a expandir e superar seus niveis de concepgdes.

O modelo proposto nesta pesquisa, sob a perspectiva APOS, admite que
compreender o conceito de valor absoluto de um ndmero € compreender uma relacéo
funcional (funcdo modular, no sentido matematico) que mede distancias. Entende-se
que:

e 0 sujeito utiliza-se de um esquema mental de nimeros reais para construir a nocao
inicial de distancia entre numeros e 0 zero; para isso, realiza uma acéo de representar
um numero dado na reta real graduada, seguida de uma acdo fisica (contagem de
unidades da reta) ou operatoria (calculo da diferenga entre 0 nimero e o zero).
Identifica-se, nestes procedimentos, uma concep¢do empirico-geométrica de funcao
modular, classificada como uma concepg¢éo-acao do conceito.

e 0 sujeito interiorizou as acdes anteriores se esta apto a realiza-las mentalmente, ou
ainda, se as concebe como um processo mental dinamico mais geral, que transforma
nUmeros quaisquer em outros, sob uma lei que depende de sua posicao relativa ao zero.
Neste caso, 0 sujeito possui um nivel concepgdo-processo do conceito.

e 0 sujeito exterioriza o seu entendimento da relacdo funcional quando pode exercer um
controle consciente em sua concepcao do processo, interiorizada, fase em que recorre ao
uso coordenado de quantificadores e de conectivos l6gicos (elementos de um esquema
mental 16gico-matematico) e ao uso de simbolos algébricos (elementos de um esquema
algébrico). Estas habilidades evidenciam um nivel objeto de concepgdo da funcéo

modular, assim como quando o sujeito pode descrever propriedades da funcéo,
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consegue transforma-Ila sob translagdes no plano, aplicando-a em situa¢6es Matematicas
nas quais o conceito € pertinente.

e 0 movimento continuo de expansao da construcdo do conhecimento segue através de
habilidades do individuo em generalizar e reverter processos, e em interiorizar 0S novos

resultados destas construgdes mentais.*

Uma Investigacdo da Construcdo Cognitiva do Conceito de Valor Absoluto:

Métodos e Procedimentos

A investigacdo buscou explicar "como" um aluno aprende o conceito de valor
absoluto, evidenciando as construgdes mentais usadas e selecionando as que parecem
favorecer aspectos positivos de aprendizagem. Complementa os estudos ja realizados
sobre o conceito, os quais procuram explicar "por que” e "onde" ocorrem concepcdes
ndo adequadas, sob o ponto de vista historico, metodoldgico e programatico. Trata-se de
uma pesquisa qualitativa, pois o objetivo estabelece-se no &mbito da compreenséo das
acOes humanas (praticas, crencas, linguagem, significados). Especificamente, apds uma
atividade escrita e analisada, realizaram-se entrevistas para se destacar "como" um
aluno pensa, as formas de abstrair, as tendéncias ao interpretar e resolver questdes, e as
respostas aos estimulos para se reconstruir concepgdes, ja que, escritas na linguagem
matematica, escondem, em sua sintese, 0 caminho e as estratégias cognitivas utilizadas.

Desse modo, as técnicas adotadas da metodologia qualitativa foram observacéo
participante e entrevistas semi-estruturadas com 47 alunos calouros, da disciplina de
Célculo I, do curso diurno de Analise de Sistemas da PUC-Campinas.

De inicio, os alunos resolveram, em sala de aula, em pequenos grupos de
trabalho, questbes matematicas planejadas, com o objetivo de colocar em agdo 0s
esquemas e as construcdes mentais descritas no modelo cognitivo pressuposto. Outras
questdes foram incluidas para se discutir hipdteses de pesquisas revisadas. As respostas
escritas das questdes foram avaliadas considerando-se habilidades em usar alguma
definicéo, e propriedades do conceito, e em escrever utilizando a linguagem matematica
com clareza e organizacdo logica. Os registros do rascunho de cada aluno foram

examinados para se perceber as opcdes e tentativas de resolucao.

* DescrigOes explicitas da natureza das abstracdes - coordenaco, interiorizacéo, generalizacao, reversao.
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Para as entrevistas, foram selecionados alguns grupos e individuos isolados
dessa classe, considerados 0s mais representativos. Assim, a amostra incluiu desde
individuos que pareciam fazer uso de poucos esquemas cognitivos e de construcoes
mentais simples, até os de concepg¢Bes mais complexas, j& que os resultados das analises
deveriam representar concepgdes de toda uma classe de alunos.

Em relacdo as entrevistas, o objetivo era o de esclarecer e reavaliar as
concepcdes do conceito nos ambitos geométrico e algébrico e as construgdes cognitivas
aparentemente presentes na atividade escrita, bem como esclarecer os caminhos e
abstracfes cognitivas distintas utilizadas. Esse trabalho compreendeu varias questdes

formuladas a partir da seguinte proposta:

ATIVIDADES PARA SALA DE AULA
Seja r uma representacdo da reta real graduada, com origem O e unidade de
medida u. Dados dois nimeros reais a e b, indica-se a distancia de a até b por d(a,b)
ou|a-b|.
|a-b|

a b'

Em particular, se b = 0, | a-0 | = |a| indica a distancia de a até a origem 0. |a] é
chamado o “valor absoluto de a“, pois também representa a ordem de grandeza
absoluta do nimero a. “Mddulo de a” € o termo mais comum para descrever o simbolo
que, por expressoes algébricas, é definido do seguinte modo:

lah= sea>0,entaol a |=a
sea <0,entaolal=—a
Responda as questdes abaixo, discutindo com seu grupo, e deixando registrados
no rascunho, para cada exercicio, suas idéias e tentativas.

Resultados da Investigacao e Perspectivas Pedagogicas

a) Concepcdes em nivel cognitivo-acdo

A andlise das respostas escritas dos alunos participantes sugere que a concepgao-
acao é a mais presente no pensamento dos alunos e se evidencia quando o significado de
valor absoluto se expressa por constru¢ées mentais que:

» aplicam, em um numero dado, uma regra memorizada;
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» aplicam um nimero na definigdo analitica ou algébrica do conceito;
» contam unidades de medida sobre representacdes de nimeros na reta real graduada.
Neste nivel de acdo, discussbes de solucbes de equacOes sdo feitas por testes
pontuais.
As limitacbes do conhecimento neste nivel de concepcdo refletem-se, por
exemplo, na inabilidade em se coordenar, generalizar ou interiorizar constru¢ées como

as presentes acima. No trecho abaixo, hd evidéncias de que o aluno A utiliza
construcdes do tipo acdo para resolver | -3 | e IN2 - 2], e0aluno B, quando explica para
quais valores reais a equacdo modular | x-1 | = -x +1 é verdadeira. A anélise das
entrevistas destes alunos sugere que ambos tinham um entendimento do conceito
limitado ao nivel cognitivo-acgéo.
1. Exercicio em discussdo: Resolva: a)|-3| ... d)| N2 S2l

[ aluno A]: Eu elevo ao quadrado -3 ...Raiz quadrada de 9 é igual a 3. ...[ v¥2 - 2] ja ndo daria certo
porque vai deixar os quadrados dos nimeros negativos... Como tem essa expressao aqui, | \/E -2

V6—442 |, a gente ndo ia consequir resolver. Acho que com calculadora daria a resposta certa. Assim,

a gente fazia, mas.... que nem..... |\/§ - 2| é igual ao prdprio numero ...Por definicdo ...a que foi dada [na
atividade]... E dificil por....botar no genérico porque |-3| n&o € , ndo é o proprio niimero.... E 0 3...

[a pesquisadora] Para vocé, o que é modulo de um nimero?

[aluno A]: ... E a distancia da origem até um certo niimero. Levando em considerag&o que raiz de 2 é

1,41..menos 2 da 0,6. 0,6 em médulo da 0,6. Seria a distancia da origem até 0,6.

2. Exercicio em discussdo: Decida se a afirmagdo € falsa ou verdadeira. Justifique

com uma breve explicagdo.
sex>0,|x-1]= x-1
|x-1] : =
sex<0,|x-1|=-x+1

[aluno B]: Nés colocamos assim ... Seria falso, pois se x < 0, |x-1| seria 1-x. ... entdo eu acho que seria
X... 0 maior valor no caso seria 0 x ... Ah! Se é menor ou igual [ a zero], entdo poderia ser... [calcular 0
maddulo de (x-1), significa]...uma distancia do valor x até o ponto -1 ... até o 1, né?! Eu acho que se x>0,
esta certo. Por exemplo, 0 3 ... seria 2 os dois lados ... Se x<0, pegue -3. -3 com -1 daria 4 ... é, ficaria
igual, entdo seria verdadeiro .. ..[tempo pensando]... Ponho 0 1 ... E, esses valores em direcdo ao 1, para
calcular a distancia até o 1. Valores maiores que zero seria isso aqui. Vamos pegar ... 2/3 ... menos 1 ...

fica -1/3. Em maddulo, fica 1/3. Af, no caso, fica diferente o resultado ... E, ta errado. A distancia é 1/3 ...
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Seria falso, entdo, a primeira? ...Teria que generalizar isso, de uma forma.... 3/2 ndo funciona.... 2/3

funcionaria ... 1/2 funcionaria... E, eu gostaria de saber como vocé arrumaria [a respostal.

b) Concepcdes em nivel cognitivo process

A concepcdo que parece favorecer um melhor entendimento do valor absoluto é
a concepgédo-processo. Nesta, o entendimento do valor absoluto apresenta-se como:
» uma transformacdo de numeros reais quaisquer em numeros positivos, sem ser
necessario exemplificar ou efetuar célculos;
» uma transformacdo de nimeros reais quaisquer com acao diferenciada ao agir sobre
0S positivos e 0s negativos.
Na discussao de equagdes modulares, uma concepgdo-processo é evidente quando:
» hé& uso de argumentos gerais, sem se efetuar todos os procedimentos da resolucao
que, as vezes, apenas no inicio da resolucdo, € pontual;
» hé uso de processos mentais seletivos e iterativos (inumeras repeticbes mentais das
acoes externas realizadas).

Como sugerem os trechos abaixo, um sujeito parece alcangar esta concepcao ao
coordenar sua concepgdo processo-geométrica de distancias entre dois numeros a

alguma concepcao processo-algébrica da definicdo de valor absoluto.

[a pesquisadora] : Pode explicar como entende a definicdo do mddulo?
3. [aluno C]: Tudo? ... Usando o modulo ... Qualquer valor negativo 0 médulo transforma em positivo
... Qualquer positivo dentro € positivo ... e 0 zero é zero ... Para A negativo, transforma em —A, e para
A positivo transforma em A, e para A zero ... zero.

Nos protocolos desta entrevista, consta que o aluno néo recorreu a folha de
atividades para responder a questdo, o que sugere ndo ser apenas uma releitura, sem
aparente compreensao. As letras A maiusculas sdo anotagdes proprias do aluno, ao

falar.

4., [frases de um grupo AJ.... Por exemplo, | x | = 2...: Médulo de um niimero igual a 2 é o préprio 2
mesmo. ...ou 0 -2, né? ...Ah! esquecemos o -2!... E distancia de x até o zero... Tem que deixar ele
positivo, médulo deixa ele ... Porque distancia ... E assim: ... 0 modulo "pega" o nimero e deixa ele
positivo. E isso, porque a distancia é sempre positiva, 0 mdulo deixa sempre positivo.

[a pesquisadora] Néao entendo bem o que [a definicdo do] mddulo tem a ver com distancia.
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[grupo Al.... Distancia do x ao zero ... Se x € positivo, fica aqui [desenha o intervalo [0, x Jnuma reta].
Entdo, esta é a distancia, x ... x-0. Negativo, entdo aqui x-0 ndo pode ... Entdo, fica -x porque
distancia é positiva....Entdo é modulo [como] na definicdo. "Pega" o nimero e da um resultado

positivo, que é a distancia dele até zero.

[a pesquisadora]: A frase "N&o existe solu¢do para equacdo |x| = -x" é falsa ou verdadeira?

5. [ grupo A]: [respostas rapidas]Verdadeiro. Porque |x| € sempre maior ou igual a zero.... Porque, ai,
0 modulo de x vai dar negativo... Negativo...[ todos pensando ].... Ah!, mas e se o x for -5, tem jeito?...
Se o x for =5 ... |-5| d& 5. ...e pde o -5 aqui, -(-5) da 5.... E, oposto...E dai?... Se for positivo, dai seria
verdadeiro... Se for negativo! ....[Se for positivo] dai seria falso. Se for negativo, dai seria 0 oposto ... Isso,

se x > 0, dai ia ficar falso. Se x< 0, dai verdadeiro.

6. [grupo B]: Acho que existe... E verdadeiral.... Para todo, é verdadeira para todo x maior que. Menor
ou igual a zero, aqui vai dar, quer ver? Modulo....Nunca vai dar -x! Mddulo de qualquer nimero, qualquer
valor de x [0 mddulo] vai ser positivo ...Hum, nimero negativo tem que ser sempre menor ou igual a zero.
E dai coloca o negativo e vai ficar positivo... E, vai ser -x. Hum! Agora eu 'tou na ddvida . Ah! eu acho que
é falso. Se x for -2, por exemplo, ai vai ser menos o x, € € menos (-2). Ah €! Mddulo de x vai ser oposto!
.... Falsa, porque a solucdo é para todo x < 0....Existe solu¢do para isso porque x pode ser um nimero

negativo. Ai, com menos, vai dar positivo.

c)_Esquemas cognitivos adjacentes

A andlise sugere que concepcOes de outros esquemas mentais devem estar
disponiveis para se alcancar um melhor entendimento do valor absoluto. Um deles seria
0 esquema de numeros reais, e 0s dados deste trabalho ora contestam a hipo6tese de que,
no ambito aritmético, o aluno esté apto a obter o valor absoluto de um nimero qualquer
(CHIARUGI et al.,1990), ora confirmam existirem dificuldades de ordem
epistemoldgica na construcdo do entendimento da nocao de "oposto™, pela ligacdo direta
a compreensdo de numero (DUROUX, 1983). Entender "oposto" como uma

transformacdo numérica posiciona o esquema de fun¢Bes como componente auxiliar

fundamental, observado, entre outras, nas explicacdes da resolugdo de |2 - 2|:

7. [o aluno procurou explicar a solucéo, correta, dada pelo seu grupo]..... A gente sabe que dentro

do médulo € para resolver apenas a soma, né? Passa para positivo ou negativo. ....ndo tem que resolver
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aqui, pelo menos ndo pra mim. Entdo, no caso... vocé passa fora do mddulo: todo mundo ficaria

positivo.... agora ndo sei se pode....ai ficaria v/2 +2.
[a pesquisadoral: E, no caso de | 3-7 |, usando a mesma técnica?
[0 aluno]... Vai ficar 3+7. Ai o resultado é outro... 10 ... é ... ndo ... Eu acho que o modulo serve ... apenas

para tirar aquele sinal negativo de um nimero.

8. [um aluno em discussdo com o seu grupo]: ...quando é nimero assim que d& pra calcular, a gente
faz desse modo [resolveu | 1,5-2 | =|-0,5|], mas | +/2 -2, se tornou uma express&o porque esse
ndmero aqui para mim ndo é inteiro, ele é bem quebrado [mostra o valor na calculadora].

Este aluno concluiu que, |+/2 - 2| podera ter dois valores, +/2 +2e /2 - 2.

Dados como o0s presentes acima sugerem que um aluno deve ter uma
compreensdo das operacgdes aritméticas e do conceito de oposto no nivel cognitivo de
objetos, isto é, deve poder interpreta-los tanto como processos de transformacdo de
nimeros reais bem como na condicio de resultados de processos especificos. E o que
ocorre na adicdo, em que, por exemplo, 1+2 representa tanto a acdo da transformacéo

"soma", aplicada ao par (1, 2), quanto o resultado da transformacao, 3. Na transcricdo, o

aluno percebe uma operacao, mas ndo € capaz de conceber (\/5 - 2) como a resposta da
operacgdo e, dai, como se conceber o oposto de algo que ndo € um ndmero? Essas
habilidades cognitivas parecem necessarias para se ampliar a concepc¢do do conceito de
oposto de um nimero de modo a percebé-lo como uma relacéo funcional.

E, como a definicdo analitica do valor absoluto exige selecionar para entdo
concluir, os dados sugerem que um aprendiz deve possuir concepces de um esquema
cognitivo légico-matematico, como as de fungbes proposicionais (se P entdo Q).
Pesquisas como as de Breidenbach et al. (1992) e alguns dos dados aqui apresentados
(vide transcri¢bes 3 e 4 acima) sugerem que o entendimento de fungdes definidas por
partes € alcancado quando as a¢des de duas ou mais func¢des proposicionais distintas sdo
interiorizadas e depois coordenadas para se obter um processo unico de transformacéo.
Tais habilidades cognitivas evidenciam a presenca de uma concepgao-processo do
conceito de fungao.

Além disso, estudos na perspectiva APOS, como os de Dubinsky (1991),

também indicam que o nivel de concepcdo-processo deve estar presente ao se lidar com
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as estruturas de um esquema légico-matematico. Isto porque concepg¢des adequadas de
"para todo™ ou de "proposicdes verdadeiras” parecem depender da habilidade de se
pensar iterativamente (caracteristica do nivel processo), possivel para um sujeito capaz
de interiorizar e de generalizar agdes como, por exemplo, as que testam valores pontuais
em proposicdes Matematicas. Abaixo, ha uma indicagdo de que a concepcéo de "algum"
é construida por reversdo das construgcdes da concepgédo de “para todo", isto &, primeiro
entende-se o todo para depois escolher-se o particular, caracteristica de concepgdes-

processo em esquemas cognitivos l6gico-matematicos.

[a pesquisadora] Dé algum nimero cuja distancia a -3 é menor que quatro.

9. [ grupo B]J: ... Algum niimero... Qualquer nimero? ....Meio. Nao, qualquer nimero aqui [refere-se ao
intervalo desenhado por ela, de centro -3]....que fosse menor que 4...Entdo pode ser qualquer ndmero
mesmo! ....Menor que 4 espacos...

[pesquisadora] ....uma resposta para a quest&o....

[0 grupo B]: Seria esse pedaco aqui, de 1 a —7.... E o préprio intervalo....Porque pode ser qualquer

nimero, n&o é2... E, ele [o valor de X] esté contido dentro desse intervalo.

A bibliografia pertinente (DUBINSKY e YAPARAKI, 2001; BREIDENBACH,
1992; CHIARUGI et al., 1990; ZUFFI; 1999) tem sugerido que o nivel processo de
concepcdes ndo é construido apenas por anos de estudo. Construcbes processo
precisam ser estimuladas, e as estratégias de ensino tradicionais ndo tém demonstrado

serem eficientes na producdo de tais estimulos.
Outros Fatores de Influéncia na Construgéo do Conhecimento

As questdes de aplicacdo do valor absoluto restringiram-se ao estudo do
comportamento de fun¢des na vizinhanga de um ponto do seu dominio. As informacdes,

dadas por sentencas Matematicas, foram apenas lidas e interpretadas pelos alunos sobre

um trecho do gréfico de uma funcéo qualquer, como no exemplo a seguir:
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Observando o grafico ao lado,
discuta e solucione o exercicio:

Existe um valor d tal que,
se|x-1/2| <d,entdo, | f(x)-f(1/2)] < H]

1. ]

Dos dados das entrevistas destacaram-se dois fatores de influéncia no processo
de aprendizagem: as representacGes graficas e a intera¢do social. O primeiro pareceu
estimular os seguintes aspectos favoraveis a aprendizagem: comunicar as sugestdes que
uma sentenca pode induzir no aprendiz; fornecer suporte a verbalizacdo e a
representacdo do pensamento; reorganizar os caminhos cognitivos; permitir formas de
controle sobre objetos abstratos.

Entretanto, as analises dos dados também sugerem que os alunos ndo estdo
familiarizados com o uso das representacfes graficas para sustentar seus argumentos ou
suas construces mentais. 1sso desfavorece o saber articular as abordagens numérica
e/ou algébrica com a visual e, dai, a construcdo de imagens conceituais. Seria, entao,
atil incluir, nas propostas de acdes didaticas, atividades para estimular o pensar sobre
gréficos.

Pelo fato de terem sido realizadas entrevistas com grupos de alunos, alguns
efeitos da interagdo social (ou a auséncia desta) evidenciaram-se nas atitudes e no
pensamento matematico destes alunos. Segundo Piaget (1977), € através da interacdo
social que o aprendiz se liberta do seu ponto de vista egocéntrico, ao coordenar outros
pontos de vista em relacdo ao seu. 1sso propicia a construcdo de um sistema de relacdes
cognitivas mais amplo e, assim, o desenvolvimento de sua compreenséo.

As interacOes sociais presentes nas entrevistas sugerem o0s seguintes efeitos
positivos no processo de aprendizagem: o desenvolvimento de uma conversagdo
estruturada, com argumentacdes coerentes e seqlienciais; a reorganizacdo e ampliacdo
dos caminhos cognitivos; a reconstrugdo do entendimento; o estimulo & reflexdo de
solugdes apresentadas; diminuicdo do "mal-estar" ou bloqueios cognitivos produzidos
por ndo perceber como concluir uma tarefa.

Mesmo tendo sido percebido um avanco em termos de competéncias e

habilidades, tanto Matematicas quanto sociais, observou-se que, no decorrer do
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processo, as relacdes humanas tornam-se mais intensas e efetivas, de modo que o

professor deve estar preparado para atuar como orientador e mediador de conflitos.

Considerac0es Finais

No caso do valor absoluto, as dificuldades apresentadas pelos alunos, ou mesmo
0 desinteresse em participar do processo de aprendizagem, parecem estar mais ligados
as opcdes de abordagem do conceito do que a complexidade do préprio conceito. A
pratica pedagdgica vigente tem buscado organizar, enriquecer e enfatizar aspectos
algébricos no ensino deste conceito, minimizando interpretacdes, o que tem favorecido
o0 desenvolvimento de concepgbes que ndo permitem a compreensédo do conceito na sua
totalidade.

Novas propostas de ensino para uma aprendizagem mais significativa devem se
preocupar em orientar tanto a construcdo de concep¢des mais adequadas quanto a
organizagdo do trabalho dos alunos de forma alternativa, de modo a valorizar o
desenvolvimento de aspectos socioacadémicos favoraveis ao processo.

Nesse contexto, o presente trabalho se apresenta como modelo de como
“decodificar” uma teoria, tornando-a acessivel ao professor e ao estudante, para que
possam “recrid-lo” juntos, sem desvalorizar a linguagem e o significado matematico. No
seu desenvolvimento, atividades foram propostas para evidenciar as concepgdes dos
alunos e sua maneira de organizar o pensamento matematico, bem como as construgdes
cognitivas utilizadas ao lidar com o conceito. As primeiras analises dessas concepgoes
foram orientadas por um modelo descritivo do processo de constru¢do do conhecimento
do conceito, baseado em pesquisas sobre o tema.

Seguiram-se entrevistas para refinamento das primeiras interpretaces. Entre os
resultados, admite-se que uma concepcao do valor absoluto como uma transformacao
dindmica entre nameros, cuja acdo, representada por uma certa diferenca entre um
namero e outro (x-a), e que tem um sentido geométrico (mede distancia entre x e a),
pode permitir ao aluno recorrer a procedimentos cognitivos mais eficientes e, assim,
alcancar um entendimento mais amplo do conceito e suas aplicaces.

Neste processo de construcdo de um melhor entendimento, a influéncia das

interacGes sociais pode ajudar o individuo a refletir sobre, a avaliar e a exteriorizar suas
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concepcdes. Também destaca-se a importancia das interpretacfes graficas, o que pode
favorecer o aluno a criar imagens conceituais, de grande importancia no suporte ao
raciocinio l6gico-matematico.

Dessa forma, espera-se que, assim como foi tratado este conceito “menor”,
outros, nesta classificacdo, sejam discutidos de modo a propiciar o desenvolvimento de
um pensamento reflexivo, criativo e critico em relacdo a este tipo de conceitos, rumo a

construcdo de um conhecimento mais eficiente e significativo.
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