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Resumo

Neste artigo, sdo apresentados resultados decorrentes da exploragdo do uso do diagrama de Allan Marquand
no célculo proposicional. Sdo descritas a construgdo e a forma de uso do referido diagrama. Em seguida,
apresenta-se a correspondéncia entre valores de verdade de uma férmula proposicional e seu respectivo
contetdo légico no diagrama. Destacam-se as vantagens do uso do diagrama em relacdo a tabela-verdade,
incluindo um comparativo com o problema de Post, em relagdo a aplicacdo das propriedades das operacgdes
légicas e, ainda, no que diz respeito a validade de argumentos. Os resultados obtidos permitem concluir que o
diagrama de Marquand constitui-se numa poderosa ferramenta no calculo proposicional, sendo de facil
compreensdo e utilizagdo, apresentando diversas vantagens em relagcdo aos métodos classicos encontrados na
literatura.
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Abstract

Results deriving from the exploration of the use of Allan Marquand’s diagram in propositional calculus are
presented in this article. Both the construction and the use of the diagram are described. Furthermore, the
correspondence between the truth values of a propositional formulae and its respective logical content in the
diagram is presented. The advantages of the diagram in relation to the truth table are highlighted, including a
comparison with Post’s problem, in relation to the application of the properties of logical operations and also
with regard to the validity of arguments. The results support the conclusion that Marquand’s diagram is a
powerful tool for propositional calculus, with easy understanding and use, also presenting several advantages
when compared to the classical methods found in literature.
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Introducéo

O conteudo de légica matematica vem sendo trabalhado regularmente nos cursos de
Licenciatura Plena em Matematica e Ciéncia da Computacdo na Universidade de Passo
Fundo, onde a utilizacdo do diagrama de Marquand tem possibilitado a otimizacdo do
ensino do céalculo proposicional. Essa otimizacdo decorre de diversas vantagens que 0
diagrama apresenta em relacdo a métodos classicos encontrados em livros-texto geralmente
adotados em sala de aula (ALENCAR FILHO, 1999; JONOFON, 2000). Como resultado
desse processo, apresenta-se neste trabalho, inicialmente, um breve histérico do diagrama
de Allan Marquand e, em seguida, a construcdo, a forma de uso e a descri¢do das vantagens
mencionadas.

A ldgica matematica tem sua importancia como disciplina, nos cursos das ciéncias
exatas, ao cumprir o objetivo de levar o estudante a tomar conhecimento do processo de
raciocinar e apropriar-se da sistematica desse processo como um instrumental. Nesse
sentido, a insercdo do diagrama de Marquand visa a contribuir com o processo de ensino-

aprendizagem de forma que esse se torne mais aperfeicoado e significativo.

Revisao de Literatura

A ldgica simbdlica ou matematica teve seu surgimento em meados do século XIX,
com as obras de George Boole (1815-1864), Las leyes del pensamiento, publicada em 1854,
e de Gottlob Frege (1848-1925), Conceptografia, publicada em 1879. Boole prop6s que
fossem transportadas para a l6gica a notacdo e as leis da algebra, de forma a possibilitar a
conversdo das proposicdes categoricas em equacles e o0s silogismos, em sistemas de
equacdes, cuja solucdo seria possivel por métodos algébricos. (BOCHENSKI, 1985;
GARRIDO, 1995).

Willian S. Jevons (1835-1882), apresentando diversas criticas ao sistema de Boole,
propds um sistema mais puro, livre dos complicados calculos algébricos. Criou um outro
sistema com varias modificacbes. Os célculos de Jevons, pelos quais pretendia clarificar e

simplificar os processos de Boole, resultaram em grandes complicacfes. Jevons ndo
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conseguiu realizar o intento de simplificar o sistema de Boole. (BLANCHE, 1985, p. 280-
286)

Jonh Venn (1834-1923) foi simpatico a logica de Boole e prop6s ilustracdo da
algebra logica através de diagramas. Tomou circulos de Euler para fazer interpretacdo de
termos e de proposicOes, tendo constatado que esses se prestavam para representar ou
expressar as operacfes logicas, mas nao serviam para interpretar raciocinios mais
complexos. Afirmou Blanché (1985, p. 289): “A figuracdo por circulos sé convém para a
combinacdo de dois ou trés termos, no maximo. Isso basta para o silogismo, mas nao ja

para raciocinios um pouco mais complexos em que 0 nimero de termos é maior.”

Na mesma época, além dos circulos de Euler utilizados por Venn, outros diagramas
foram propostos. Allan Marquand, em 1881; Alexander MacFarlane, em 1855, e Lewis
Carrol,”> em 1886, propuseram diagramas retangulares que, do calculo das classes, podiam
ser transportados para o calculo das proposicdes (BLANCHE, 1985, p. 290-291;
CARROLL, 1986; GARDNER, 1958). Entretanto, as limita¢cbes encontradas no uso dos
circulos de Euler causaram o abandono do uso dos diagramas no calculo dos predicados e

das proposicoes.

L. Wittgenstein e E.L.Post, nos primeiros anos do século XX, resolveram o
problema do célculo das proposi¢des com a tabela-verdade ou matriz de verdade. O uso da
tabela-verdade constitui-se num processo de decisdo no calculo das proposicGes sem
recorréncia a axiomas. Segundo Blanche (1985, p. 352), “pode-se, com efeito, utilizar essas
tabelas para reconhecer, de uma maneira direta que dispensa que se percorra uma cadeia
demonstrativa mais ou menos longa, se uma dada formula de calculo é ou ndo uma lei

l6gica.”

Da mesma forma que os circulos de Euler mostraram-se inadequados quando o
namero de termos era grande, por ser dificil a representagdo, a tabela-verdade € inadequada

para uma formula proposicional com um grande nimero de letras proposicionais, por ser

> 0 nome verdadeiro de Lewis Carroll era Charles Lutwidge Dodgson (CARROLL, 1986).
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um trabalho demasiadamente exaustivo. Diante dessa dificuldade, o calculo algébrico

continuou sendo utilizado como o melhor recurso pela maioria dos l6gicos.

Entretanto, o uso dos diagramas retangulares, abandonado como recurso para o
calculo de termos e de proposi¢des, tem sido adotado como recurso metodoldgico no
sentido de facilitar o processo de aprendizagem da ldgica. E o caso da proposta constante
no livro Logica, do Conselho Nacional de Professores de Mateméatica do México
(NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS, 1970), no qual se

encontra somente a representacdo das operagdes l0gicas nos diagramas retangulares.

Pedroso (1993, p. 59-60) faz uso desse mesmo instrumental, chamando-o de
“grafico de Gonseth”, na algebra dos interruptores. Da mesma forma que no livro do
Conselho Nacional de Professores de Matematica, faz somente a representacdo dos juntores

binarios - operadores.

A proposta desse trabalho é utilizar o Diagrama de Marquand ndo s6 como recurso

metodoldgico, mas como instrumental eficiente para o calculo proposicional.

As atividades desenvolvidas na disciplina de Logica, nos cursos de Matematica e
Ciéncia da Computacdo, tém servido para demonstrar que o diagrama retangular de

Marquand pode ser utilizado com grandes vantagens em relacdo aos métodos tradicionais.

Construcao e uso do diagrama

Construcao do diagrama

Permitindo representar a estrutura légica de férmulas proposicionais quaisquer, 0
diagrama de Marquand consiste numa figura retangular que pode ser subdividida conforme
0 numero de letras proposicionais da formula a ser representada. Para n letras, tem-se um
diagrama com 2" regides.

Assim, para as formulas proposicionais compostas por duas letras, p e ¢, tem-se 0

diagrama dividido em quatro regides, tal como segue (Fig. 1).
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Figura 1: Representacdo do diagrama de Marquand para férmulas com duas letras proposicionais.

Observe-se que cada regido do diagrama fica bem definida pela disposi¢do das
letras, que € feita no sentido horério. A disposi¢édo de cada letra e sua respectiva negacao

obedecem aos sentidos convencionais da escrita ocidental, na horizontal, da
esquerda para a direita e, na vertical, de cima para baixo.

Essa forma de construcdo aplica-se a formulas com qualquer ndmero de letras
proposicionais. Por exemplo, para formulas com trés letras proposicionais p, q e r, tem-se 0
diagrama conforme representado abaixo na figura 2.

Para facilitar a localizagdo das regides, procede-se a sua enumeragao seguindo o
sentido das subdivisdes. Fixando a localizagdo da letra p, a esquerda do diagrama, tal como

nas figuras 1 e 2, a enumeracdo é feita como segue (Fig. 3).

Figura 2: Construcao do diagrama para formulas com trés letras proposicionais.
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Figura 3: Enumeracédo do diagrama para representacdo de formulas com uma letra proposicional.

Ou seja, a primeira divisdo é realizada no sentido vertical e da mesma forma e feita
a enumeracao.

A subdivisdo orientada pela letra g divide cada regido horizontalmente e a nova
enumeragdo das regides do diagrama deve ser feita pela ordem crescente das divisdes

anteriores, no sentido horizontal, conforme o diagrama ilustrado na Figura 4.

q ~9
p 2
1 4

~p

Figura 4: Enumeracdo do diagrama para representacao de formulas com duas letras proposicionais.

As demais subdivisbes e novas enumeracdes seguem o0 mesmo procedimento. Em
seguida, apresentam-se as enumeracdes dos diagramas para férmulas com trés e quatro

letras, representados nas Figuras 5a e 5b, respectivamente.

q ~q q ~q
1 3 ) 1 2 5 6
P T
2 4 B 3 4 7 8
i ol
5 N 9 10) 13 4
6 8l ~1 1 12 15 16| ~r
S Gt S ~
(a) (b)

Figura 5: Enumeracdo de diagramas (a) para representacdo de formulas com trés letras
proposicionais; (b) para representacdo de formulas com quatro letras proposicionais.
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Uso do Diagrama

Inicialmente, mostra-se como fica representada a estrutura logica de cada uma das

férmulas proposicionais fundamentais.

qQa ~q qQ ~q qQ ~q
P 1 2 P 19 P b 2
~Pp 1 4 =k ~Pp 3 4
(a) Formula conjuntiva  (b) Férmula disjuntiva (c) Formula disjuntiva
pPAq inclusiva: pv q exclusiva: pv q
a ~q Q ~q
b | | 2 p 1 2
~p 4 4 ~p 1. 4

(d) Férmula condicional (&) Férmula bicondicional
p—>q pP<q

Figura 6: Representacdo da estrutura das férmulas proposicionais fundamentais.

Observe-se que as regides hachuradas num diagrama representam o contetdo 16gico
relativo a estrutura légica de uma respectiva formula proposicional, em que o contetdo

I6gico é a expressao da situacdo em que tal estrutura ocorre, ou seja, se verifica.

Para uma férmula proposicional qualquer, com mais de duas letras proposicionais
ou com mais de um conectivo, a representacdo do conteddo I6gico é realizada em etapas,
que obedecem aos sinais de associacdo, quando existirem, ou a hierarquia das operacfes
I6gicas. As etapas sdo representadas no diagrama através de simbolos, tais como o, +, 4, [,
*e®.

Para ilustrar tal procedimento, representa-se a formula proposicional A, assim
definida:

Ap—>(Qvre~g) ar.
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Considerando a hierarquia das operagdes, podem-se acrescentar em A alguns
parénteses, obtendo, Az (p — (((q v r) <> ~ ) A 1)), a qual é equivalente a férmula

proposicional A.

Seguindo a ordem das operagdes, definida pelos parénteses, associam-se 0S
seguintes simbolos:

0 para(gwvr)

+ para(gvr)<~q

A para(Qvr)< ~qQ)Ar

[ paraAs: (p > ((Qv 1) <> ~0a) A1)
Esquematicamente, tem-se:

[] 0 + A

Ar(p—>{(@vnNe~a)arn),
cuja representacao no diagrama pode ser visualizada na Figura 7.

q ~q
o [o+A| .
P
0 ~r
s 0 O+_A r
0 |~

Figura 7: Representacdo da formula proposicional A

O conjunto das regides hachuradas representa o contetido légico de A.

O conteudo logico de A, representado no diagrama da Figura 7, pode ser traduzido
por outras formulas proposicionais, equivalentes a A, as quais podem ser obtidas através da
leitura do diagrama de A. Tém-se, por exemplo, as formulas:
Ar(par~ganv(ipaganNv(i=paga~nNv(=pa~gqarnv(~pa~qa-~r),que

corresponde & maior formula normal disjuntiva (FND) equivalente a A;
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As: ~p v (~ qAr), que corresponde a menor formula normal disjuntiva (FND) equivalente
aA,

Ag~((PArganvPaga~Nv(pPA~qa=~T));
As:(~pv~qv~nNAaA(~pv~qvr) a(~pvqvr),que corresponde & maior formula
normal conjuntiva (FNC) equivalente a A;

As:~((pAa) v (pA~T);

Az (~pv~Q) A (~pvr), que corresponde @ menor formula normal conjuntiva (FNC)
equivalente a A.

As formulas A, e A; foram obtidas pela leitura das regides hachuradas no diagrama
de A, ao passo que as formulas A, e Ag foram obtidas pela leitura das regifes nao
hachuradas desse mesmo diagrama.

Além dessas, outras formulas podem expressar o conteddo légico de A, como por
exemplo:

A (pAgqAaT) vV (=pAg) v (~pA~a)

Agp—(~qnar);

A (Fpeoq)v~p)A~(PA~qA~T).

Para expressar A da forma mais simplificada, utilizando apenas as operacoes
binarias de conjuncdo e disjuncdo, tomam-se, entre as diversas formulas obtidas, as
menores FND e FNC equivalentes a ela.

Por outro lado, a tabela-verdade tem sido um valioso instrumental no calculo
proposicional por permitir identificar em que contingéncias uma dada formula
proposicional é verdadeira ou é falsa e, portanto, determinar se é valida, contravalida ou
indeterminada.

Aquilo a que denominamos como contetdo logico na representacdo da estrutura
I6gica de uma formula proposicional no diagrama de Marquand equivale ao conjunto dos
valores de verdade V's na tabela-verdade.

E fundamental que se observe a ordem de colocagdo das letras proposicionais no

diagrama, como anteriormente apresentado, e que se considere a ordem alfabética das
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mesmas na construgdo da tabela-verdade de uma dada férmula proposicional para que haja
correspondéncia entre os dois instrumentos.
Para melhor compreender essa correspondéncia, apresenta-se a tabela-verdade da

formula A na Tabela 1.

Tabelal: Tabela-verdade de A

(P> 1((@]v [ |<[~0) |A D)

VIF|V |[VIVIF| F [F| V [1*linha
VIF|V [VIF|F| F [F| F [2%linha
VIVIF [VIVIV] V [V]V [3linha
VIF|F [FIF[F| V [F| F [4linha
FIVIV |VIVIF| F [F[ V |5linha
FIVIV |VIF|[F| F [F[ F |6linha
FIVIF |VIV[V] V [V[V |7linha
FIVI FIFIF[F] Vv [F[ F |8linha

Na tabela-verdade, tém-se oito linhas e, no diagrama, oito regides. O valor de
verdade da formula proposicional da 12 linha corresponde a regido 1; a 22 linha, a regido 2,
e assim sucessivamente.

A estrutura logica da férmula dada pode ser percebida na tabela-verdade pelos
valores V's e F's da coluna correspondente aos valores logicos da mesma; no diagrama,

pelas regides hachuradas e pelas ndo hachuradas, respectivamente.

Vantagens do uso do diagrama de Marquand

Em relacdo ao uso da tabela-verdade

Sabendo da correspondéncia entre a tabela-verdade e o diagrama de uma férmula
proposicional, podem-se verificar as vantagens do uso do diagrama em relacdo ao uso da
tabela-verdade no que diz respeito a obtencdo de formulas equivalentes (MUHL, 1989).

Pelo problema de Emil Leon Post, o qual consiste em fazer a leitura da tabela-
verdade, obtém-se as maiores formulas normais, disjuntiva (FND) e conjuntiva (FNC), as
quais foram obtidas pela leitura do diagrama. No caso da férmula A, essas duas formulas
correspondem a A, e As, respectivamente.
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Pela leitura da tabela-verdade, conseguem-se obter somente as maiores FND e FNC
e, pela leitura do diagrama, podem-se obter, além dessas, varias outras férmulas
proposicionais, inclusive as menores FND e FNC, cumprindo, assim, o objetivo de obter a
férmula proposicional mais simplificada possivel equivalente a A. Isso acontece para
qualquer formula proposicional.

Quanto a relacdo de implicagdo, a tabela-verdade permite verificar a existéncia ou
ndo dela; o diagrama também. Todavia, além dessa verificacdo, o diagrama, e somente ele,
permite a construcdo de formulas proposicionais, entre as quais existe relagdo de
implicagdo. Para ilustrar esse processo de construgdo, tome-se a formula,

A (p—>(((gvr) < ~Qq)Ar)), jarepresentada na Figura 7.

No uso do diagrama, para haver relacdo de implicagdo entre duas férmulas
proposicionais A e B, o contetdo l6gico da formula proposicional antecedente, A, deve
estar incluso no contetdo logico da formula consequente, B. Isso se deve a definicdo de
relacdo de implicacéo.

Portanto, fixando A; como antecedente, podem-se ter, entre outras, como
consequentes as seguintes formulas:

Bi=~pvr; B;=~pv~q; Bs=p—>~q

Os diagramas das formulas B;, B, e B3 sdo como segue:

q ~q q ~q q ~q

(a) De B,. (b) De B, (c) De B,.

Figura 8: Representacdo do conteido 1dgico de formulas conseqlientes

E facil observar que o contetdo l6gico de A; estd incluso no contetido 16gico das
férmulas consequentes criadas.
Pode-se notar que o mesmo processo pode ser feito fixando uma formula

proposicional como consequente, criando-se formulas antecedentes.
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Em relacao ao uso das propriedades das operacdes logicas

O conjunto das propriedades das operagdes ldgicas de conjuncdo, disjuncao
inclusiva e negacdo constitui-se em mais outro valioso instrumental no calculo
proposicional.

O uso das propriedades permite demonstrar equivaléncias ou obter formulas
equivalentes a uma dada formula proposicional, incluindo o processo de simplificagdo.

O uso do diagrama também permite demonstrar equivaléncias ou encontrar a forma
mais simplificada de uma formula proposicional dada. Porém, apresenta como vantagem a
praticidade de identificagdo, de forma direta, das menores FND e FNC, além de outras,
também simplificadas, que incluam as operagdes de disjuncdo exclusiva, implicacdo ou

biimplicacdo, dispensando qualquer manipulacédo algébrica.

Em relagdo ao uso das regras de inferéncia

E sabido que a validade de um argumento pode ser verificada ou demonstrada com
0 uso da tabela-verdade ou de regras de inferéncia, entre outros processos. Com o diagrama
de Marquand também se pode verificar a validade de um argumento, porém pode-se fazer
mais: criar argumentos validos. Ndo que ndo se possam criar argumentos validos de outra
forma. Nesse caso, o referido processo € 0 mesmo que para a criagdo de formulas
proposicionais, entre as quais exista relacdo de implicacéo.

Para ilustrar a criagdo de argumentos vélidos, tome-se 0 seguinte conjunto de

premissas:
Pi:~p—>r,Pxr—>pvq e P p—aq.

A conjungdo dessas premissas no diagrama de Marquand esta representada na
Figura 9, onde foram associados 0s seguintes simbolos para as premissas:

0O para ~p—r;

+ para r—>pvaQ;

A p->aq.
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q i
5 O+A| O+ | ¢
O+A| O+ | ~1
~p |O+tA| OA |
+A| +A |,

Figura 9: Representacdo no diagrama da conjuncéo das premissas Py, P, e Pa.

As conclusfes a serem criadas devem conter o conteudo l6gico da conjuncéo das
premissas. Assim tém-se, por exemplo, as formulas proposicionais ¢, qvr,pvrepvq

como conclusbes, que podem ser visualizadas nas Figurasl0(a), 10(b), 10(c) e 10(d),
respectivamente.

q ~q q =1
r r
P P
: » i
~p r ~P L4
~T =]
(@) q. ®qvr
qa ~q @ 4
i r
p P
e ~
~p r ~p I
~1 ~r
(c) pvr. (d)pwva.

Figura 10: Representacdo do conteudo I6gico de conclusoes.

Conclusoes

O processo de representacdo do conteido légico de féormulas proposicionais pelo
diagrama de Marquand é de facil compreensdo e possibilita obter, de forma direta, através

de leitura, as menores férmulas normais conjuntivas e disjuntivas, analisar relacfes de
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equivaléncia e de implicacdo entre formulas proposicionais, bem como a criagdo de
argumentos validos. Em todos o0s casos mencionados, a utilizacdo das propriedades das

operacdes logicas ou de regras de inferéncia torna-se desnecessaria.

Pelo problema de Post, obtém-se apenas uma FND e uma FNC equivalentes a uma
férmula proposicional dada, que podem nao ser as menores. Nesse caso, para obter as
menores, utiliza-se o processo classico de simplificacdo usando as propriedades das
operacgOes logicas. Esse processo, dependendo do tipo de formula, além de requerer
habilidade, pode ser bastante trabalhoso. Com o uso do diagrama é possivel obter as
mesmas FND e FNC definidas pelo problema de Post e, ainda, outras FND's e FNC's
equivalentes a formula dada, inclusive as menores, dispensando o processo de

simplificag&o.

A relacdo de equivaléncia é possivel de ser verificada ou demonstrada construindo
tabelas-verdade ou aplicando as propriedades das operagdes logicas. Com o uso das
propriedades, podem-se também obter formulas simplificadas equivalentes a uma férmula
dada. A representacdo grafica do conteldo logico de uma férmula proposicional em
diagramas de Marquand permite, além da demonstracdo ou verificacdo da relacdo de
equivaléncia, de forma direta, a obtencdo de véarias férmulas equivalentes, entre elas as
mais simples, também nesse caso dispensando o0 uso de tabelas-verdade e o processo

classico de manipulacéo algebrica.

A relacdo de implicacdo pode, assim como a relacdo de equivaléncia, ser
demonstrada ou verificada com o uso de tabelas-verdade ou de diagramas. Porém, o
diagrama permite, dada uma formula proposicional, criar formulas antecedentes ou
consequentes, conforme se queira considerar. Dessa forma, podem-se construir formulas

entre as quais exista relacdo de implicacéo.

A idéia de relacdo de implicacdo é facil de ser entendida com o uso do diagrama de
Marquand, ficando claro que o contetdo légico do antecedente deve estar contido no
contetdo logico do conseqliente. A representacdo no referido diagrama traduz bem a

defini¢do formal da relacdo de implicacéo.
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Quanto a validade de argumentos, a verificacdo ou demonstracdo pode ser feita por
tabelas-verdade, regras de inferéncia ou por diagramas. No entanto, dado um conjunto de
premissas, o diagrama de Marquand permite construir conclusdes que gerem argumentos

validos, tomando por base a idéia da relacdo de implicacéo.

Historicamente, diagramas foram criados na tentativa de substituir o célculo
algébrico. Na época, o0 seu uso ndo foi totalmente explorado. Os resultados deste estudo
identificam o diagrama de Marquand como uma poderosa ferramenta para o célculo

proposicional.

A eficacia do uso do diagrama no calculo proposicional leva a crer que também

possa ser Util na investigacdo de novos resultados na area da logica.
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