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Modelagem na Matemagicalandia®
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Rodney Carlos Bassanezi’

Modelagem Matematica, arte utilizada por grandes matematicos na resolugao ou
compreensdo de situacdes problemas do mundo real, pode ser utilizada como uma
estratégia no Ensino-Aprendizagem de conteudo matematico.

A escolha de problemas ou situacdes concretas funciona inicialmente como
elemento motivador, levando o aluno a incorporar uma gama de conhecimentos,
essenciais em sua atua¢ao futura no meio social.

Como um exemplo desta proposta, mostramos aqui alguns modelos simples a
partir da leitura de uma revista infantil, "Donald na Matemagicalandia".

A estoria comeca com o famoso Tio Patinhas procurando explorar seu sobrinho
Donald. Este, desesperado pela divida impagavel oriunda de um empréstimo, ¢ levado
pelo "Espirito da Matematica" a conhecer o Mundo da Matematica. Donald, apos tal
viagem, convence-se da importancia desta ciéncia como instrumento que rege o
Universo e acaba descobrindo uma maneira de safar-se da tao "pesada" divida.

Acompanhando as peripécias do desastrado personagem, selecionamos alguns
temas para abordar neste trabalho.

Nosso objetivo ¢ mostrar que ¢ possivel tornar o ensino de Matematica mais
suave e até por que ndo dizer mais gostoso quando o aluno aprende brincando e

motivado pelo interesse de resolver os problemas que ele proprio cria.
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Vamos dar uma ajuda ao Donald:

Dados: a) emprestou $30.000

b) Donald devia esta semana (considere hoje) $ 160.073, pois pagou $ 20.000 e
ainda esta devendo $ 140.073.

Os juros "exorbitantes" do Tio Patinhas s3o de 30% ao més.

Vamos calcular inicialmente ha quanto tempo estes $ 30.000 foram emprestados,
supondo que ate agora o Donald ndo tivesse pago nada:

Seja t = 0 o instante (em més) do empréstimo e C, = 30.000 a divida quando t =

0. Entao
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C;=C,+0,30C,=1,3 C,=dividano 1°més.
C,=03C+C=13C=13C,

Cn= (1,3)" C, = divida depois de n meses

Se Donald deve $ 160.073, temos 160:073 = (1,3)' x 30.000 ou
(1,3)'=5,336 logo t x Log 1,3 = 5,336

__log5,336

= 6,382 = 6 meses, 11 dias, 11 horas e 2,4 minutos.
log1,3

Este ¢ o tempo que passou depois do empréstimo.

Vamos supor agora que, a partir de hoje, Donald pague $ 20.000 ao més. Se em

seu aniversario ainda estiver devendo $ 370.092, quando sera seu aniversario?

Dn =

Seja D, = 160.073 - 20.000 = 140.073 a divida atual
D; = 1,3 Dy = divida no més que vem. Se pagar 20.000, fica devendo
D; = 1,3 Dy - 20.000
D,=1,3D;=(1,3)"Dy-20.000x 1,3 ¢
D, =(1,3)*- 1,3 x 20.000 - 20.000
D;=1,3 D, =(1,3)’Dy - (1,3)* x 20.000 - 1,3 x 20.000
=(1,3)’D(-20.000 (1,3)+ 1,3%)
D3 = (1,3)°Dy - 20.000 (1 + 1,3 + 1,3%) de uma maneira geral
Dn = (1,3)"Dy - 20.000 x 1,3 (1 + 1,3 + 1,3% + ... + 1,3™)
soma de PG de razdo 1,3
1,31,3"1 -1
1,31
=1,3" (140.073 - 66.666,66) + 86.666,66 =
=1,3"x 73.406,34 + 86.666,66
Se Dy =370.092 = calculamos n:
370.092 = (1,3)" x 73.406,34 + 86.866,66

(1,3)"D, — 20.000 x

log 3,861 1,351
(1,3)"=3,861 n= f) = = 5,15 meses
g1,3 0,2623

Logo, o aniversario do Donald sera daqui a 5 meses, 4 dias e 12 horas!
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UUUKH... NUMERDS... ALGARIS-
MOS.., GUE casal( QUEM E |
QUE FO! gweumaﬁ MATEMA- ;

Donald: ndo houve um inventor da Matematica... o homem, na busca de
respostas as suas necessidades praticas ou as suas inquietagdes existenciais, conduziu
suas faculdades criadoras mesmo além da imaginagdo e da intuicdo, dando a

Matematica um sabor de ciéncia e arte...

Os Egipcios encontravam raizes das

equacdes do 1° grau hd mais de 4000 anos.

Sabiam que a solugdo de uma equacao do

. . —b
tipo ax+b=0 ¢ x=—

AL-JABR era o titulo do livro do matemdtico hindu Al-Khowarizmi (morreu
antes de 850). Em seu livro assinalava que a primeira coisa necessdria para os

estudantes dessa ciéncia (Algebra) era entender raizes, quadrados e niumeros.
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Uma equagio algébrica como x” + 10x = 39
Al-Khowarizmi resolvia geometricamente

usando uma figura:

5 : j x=3

Somente no século XVI, os italianos resolveram as equagdes de 3° e 4° graus -
enquanto as equacdes do 5° grau resistiram bravamente até o inicio do século XIX,
quando Ruffini e Abel mostraram que estas nao podem ser resolvidas por meio de
radicais.

Pois ¢, Donald, este desenho que Al-
Khowarizmi usou para demonstrar tal

equagdo se parece com o desenho de um

tanque onde criam rds. Nao sei se vocé
sabe, as ras sdo Otimas para o alimento do
homem e, portanto, ha no Brasil varios
ranarios.

E, para ter uma boa producdo, o ranicultor

coleta os ovos fecundados e transporta-
os até a incubadora para eclosdo. Apds a
eclosdo, os girinos ficam retidos de 8 a 10

dias.

Os tanques que recebem os girinos tém as seguintes dimensdes: 2 m de largura

por 10 m de comprimento e subdivididos em varios compartimentos.
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Tomando as dimensdes internas da base do tanque (2m x 10m) e a espessura de
parede (15 cm), podemos calcular a area ocupada pelo tanque no randrio.

nos _ . A 4rea util ocupada pelo

 sEorati e

Tanque de giri

tanque €:
(1) area interna:
2mx 10m =20 m’

(i1) area das paredes +

0,15

S

10

2 paredes de 10m x 0,15m => 2x(1,5%) = 3m’
2 paredes de 2m x 0,15m => 2 x (0,30m?) = 0,60m"
4 cantos de 15cm x 0,15m =>4 x (0,0225m2) = 0,09m2

O espacgo para construcao do tanque deve levar em consideragdo a area ocupada
também pelas paredes:

Area total = 4rea interna + 2 (4rea da parede maior) + 2 (4rea da parede menor) +
4 (4rea do canto).

A;=20 m’ + 3m’ + 0,60m’ + 0,09m” = 23,69m”,

ou considerando a area do retangulo ABCD:

A= [2m + 2(0,15m)] x [10m + 2(0,15)] = 23,69m’.

Neste ranario temos as dimensdes fixadas, mas existem outros objetos ou
construgdes com esta mesma forma (paredes de uma casa, caixas de madeira.,.).
Nestes casos, embora com formas semelhantes, as dimensdes variam. Entdo,

para facilitarmos, podemos tratar o problema da forma algébrica:
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10 =b; 2=ae0,15= c e ai teremos:

At=[2m + 2(0,15)] x [10m + 2(0,15m)] = (a + 2¢) x (b + 2¢)

= ab + 2bc + 2ac + 4c’

Se a =b, obtemos: (a + 2¢) x (a + 2¢) = (a + 2¢)2 = a* + 4ac + c’.

Esta expressdo e denominada PRODUTO NOTAVEL.

Existem outros produtos notdveis importantes, por exemplo: calculando o
volume interno de uma caixa d'dgua cubica, dada a medida externa do lado a e a

espessura da parede b, obtemos um deles. (Verifique!)

Para que vocé possa entender melhor estas propor¢des "matematicas", vamos

iniciar um estudo: Tomemos um segmento AB.

e
m

AL

!
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Com um ponto C podemos dividir

este segmento em duas partes.

A C . B

L
 —
F i !

O ponto C pode ocupar infinitas
posigdes, mas existe uma unica

posi¢do - posi¢ao de ouro - onde este

ponto C divide o segmento de tal for-

ma que

AB  AC )
— = —, ou seja,
AC  CB

segmento todo  parte maior

parte maior  parte menor
Vamos supor que: med (AB) = x; med (AC)=a; e med (CB)= x-a

a

~ X
Entdo podemos escrever =

Utilizando a propriedade fundamental da propor¢do, vem x*> - xa — a° ;

+V5
resolvendo, obtemosx = a(%\/—)

0 numero %\E ou 1,6180339... ¢ chamado "numero

de ouro" e € representado pela letra grega ¢ (f)
¢ =1,6180339..., que ¢ um numero irracional.
O nUmero ¢¢é considerado um numero especial por ter propriedades
interessantes: a) somando 1 ao numero ¢ obtemos o quadrado de ¢ :
1+1,618..=1,168...x 1.618... =2,618...
1 +0=0" & @ 0-1=0.

b) quando subtraimos 1 de @ , obtemos o inverso de O:

po1l
¢

1
1,618..—1= 1618, 0,618 ...

é = 0,618 ... ¢ chamado de “secc¢ao aurea”.

Por ser um numero irracional (0,61803399...) e, portanto, dificil de ser medido,

~

os arquitetos fizeram uma aproximacao dele, considerando = 0,625.

©|u

1
¢
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Um retangulo ¢ de ouro, se seus lados guardam a divina propor¢do a = éb. Se

b=5cm=>a=5x0,618...=3,05... cm.

PARA OS GREGDS, O RETAMGLED AF OURO

REPRESLENIAIA A LEI MATEAMATICA LA
: PELEZA! NOS O ENCONTRAIOS: £/ road
Retangulo A SUR ARQUITETURA_(LASSIA! 1wl
a _ A ~ _
de ouro .
b
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DURANTE SECULOS, O RETANGULO DE OUTRO DOMINOU O IDEAL DE
BELEZA NO MUNDO OCIDENTAL! NA ARQUITETURA...

Comegando de um segmento b; = 5, obtemos uma seqiiéncia de segmentos

aureos, formando sucessivamente retangulos de ouro:
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b, = 5x= = bx~ £ AINDA HRJE O RETANCLLD BF 0RO
¢ ¢ TEA? BASTANTE PRESEMN M VPSSO
2 MUNOO MODERNO! —
b3 = 5Xb2 = b]_X <$) e
1111 L AH '! _ =
.............. = .:’H‘Ei . i
1\ R g
by = 5xby = byx ) S o
T =m0 ) (R K

A seqiiéncia 4durea ¢ wuma PG de razdo

i |

R
bt Rt

|-

De uma seqiiéncia durea podemos formar uma serie durea convergente:
1, A .
S=Yr0 on C asoma de cada lado dos retangulos aureos formados, come¢ando

com o segmento de lado 1.

i
l+i+---i— n (l) ¢ e a reduzida de ordem n. Entdo

Sn=1+¢ P2 ¢n_ i=1¢

1-(2)"
S, = < (3) ) ,como ¢p>1-0< % < 1. Portanto, ﬁ , quando n cresce. Logo
1

Ecomogp —1==->5=+ = ¢?

s
ASSESY

Portanto, Donald, o homem, ao buscar respostas aos seus questionamentos em
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relagdo a harmonia do Universo chegou a Lei de Ouro, ao nimero de ouro, a sec¢ao
aurea, ao segmento aureo, etc..., todos relacionados a "divina proporg¢ao".
Agora volte ao pentagrama e descubra suas maravilhas dureas.

O triangulo de ouro ou sublime ¢ o tridngulo isdsceles, cuja base tem o valor do

segmento aureo do lado.

1 a—Xx e e~ 7
—— = — (divisdo 4urea)
a—x X

>x=(a—x)?=a?—-2ax +x?

(_____.X—.)

s>x?—x=2ax=a’=ax—-1)
Tem-se a equagdo aurea quando
ax—1)=1-2x—1= itomando

1 _¢t1_ ¢
a=c-ox="-=

Retrato famoso de Isabelle d'Este, por Leonardo da
Vince. Convém notar que alinha dos olhos divide, em
média e extrema razdo, a distancia do alto da testa a
extremidade do queixo. O mesmo ocorre com a linha
da boca em relagdo a distincia da base do nariz a
extremidade do queixo. Na mulher matematicamente

bela verifica-se a predominancia do numero ¢ (1,618)

Também a distancia que vai do queixo até a testa em relagdo a distancia dos

olhos até o mesmo ponto € iguala ¢ .

Bolema, Rio Claro —-SP, v. 7, n. 8, 1992



ISBN 978-85-89082-23-5

Q NUMERQ QE OURO E A NATUREZA

SALL SEAUTITUL LINES AAL ORAWN UNOER HATHE -
HATICAL LAWS DRGANIKALLY raansencaszo ™ (AYIKIND

PINTOR SCULTORES €A
1. cAon AmITMETICO PRATICO (WilAgwig)

Ar ALTURA DO INDIVIDUO
» L} & RICATRIL vRBILICAL
by = DA CABELA

LY . 0 KBTS

w1 tONIANANTE DA nio

o . »o ok .
'-:_-.g..*...'.g,_ 200 dodo §oo *
l.gigmg g;gng'tglgo lgﬁ' L [8asravo

. NUMERD BE OUADY i DORIFORD OF SOLICLETO
. tAnow o8 TngapOA N

" (& (N

PROPONGHE S DA
CAREGA HUMANA

POR LEQNARDD CANDN 10EAL

PA vingy. - AL CONSTAVIDOD
PON, THEJDOAE
"}’ 11 LY

Bss¢ desenho, do Prof. Thales Mello Carvalho (1913-1961),
mustra-nos a9 miltiplas relagdes entre o ndmerg de ouro &
3 proporgdes do corpo humano. Podemos epreciar ¢ cdnon
. : geométrico ideal.
__

NOS TRABALADS D08

As relagdes aureas também estdo presentes quando analisamos a configuragdo de
alguns animais e plantas.

A cabega do zebu, quando vista de perfil, esta inscrita num retdngulo de ouro.

Seqiiéncia de Fibonacci - Leonardo de Pisa (1180-1250) - Fibonacci ¢
considerado o matematico mais original e criativo do mundo cristio medieval. Em seu
livro Liber Abaci (Livro de Abaco), de 1202, encontra-se o problema que deu origem a
sua famosa seqiiéncia:

"Quantos coelhos teremos num ano, come¢ando com um sé casal, se em cada

més cada casal adulto gera um novo casal, o qual se torna produtivo em dois meses?"
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- a razdo de crescimento de termos sucessivos forma uma nova seqiiéncia

+

bn = %Zlque converge para b = 175 = 1,618 ... (nimero de ouro).

VOA A AATEMATICA
NSRS T D SOAGENTE NS CRATES

Sao 4 os tipos de simetria:
a) Translacdo - Dados dois pontos A e A, translacdo e a simetria que manda um
ponto genérico B do plano, no ponto B' = T(B) tal que
o quadrilatero ABB'A seja um paralelogramo.
Translagdo T: R —»R
AA" = BB’ = (C' = amplitude de translagdo.
O A ABC ¢ "paralelo" ao triangulo A’B’C’.
b) Rotacdo - A figura do piano gira em ponto fixo.
Rotacdo R: R - R, de centro O e angulo a ¢ um movimento rigido (transformagao) tal
que, para todo ponto P do plano, R(P) é obtido sobre uma circunferéncia de centro O e

raio OP, deslocado de um angulo a.
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¢) Reflexdo - Quando uma figura exibe suas partes opostas a um eixo r "refletidas"
como num espelho. Reflexdo ¢ um movimento rigido S: R—R tal que S(A) = A
esta sobre a reta perpendicular a uma reta fixa r (eixo de simetria) e que dista de

r o mesmo que A dista der.

d) Glissorreflexdo - Quando se combinam 2 movimentos: reflexao R, com eixor, ¢

translacdo T paralela ao eixo r.

Glissorreflexdo de eixo r

B
A"‘: ' 1 1
i i r
[ 4 | 1 h )
i 1
- n s ok e e e e i ?
b*»'l“““-T--..._ F—A c
~a \ :-’l_..—-
Nzl 0D

G:R—-R
G(A) = R(T(A))=T(R(A)).
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As simetrias sdo verificadas nos mais diversos elementos da natureza, como: nas
flores, nas borboletas, nos cascos das tartarugas, nas peles de cobras, nos favos de mel,
etc. O equilibrio da natureza encontra-se na harmonia e beleza da simetria de seus
elementos.

O homem, combinando estes "movimentos", constrdi seus ornamentos: pinturas,
edificacgoes, etc. Existem 3 tipos de ornamentos:

a) Roseta - Sdo os ornamentos limitados:

b) Faixas - Sdo ornamentos ilimitados, contidos entre duas retas paralelas.

g B &

¢) Mosaicos - Sao ornamentos ilimitados, cobrindo o plano todo.

As abelhas constroem seus favos usando a simetria do hexagono regular e ...
Para fabricarem 1 kg de
mel, as abelhas de uma
colonia de Apis Melifera

tém que voar nada menos

que 40 mil km, ou seja, a

distancia aproximada de

uma volta ao redor da
Terra, isso numa area
que ndo ultrapassa 707
hectares — num raio de
1,5 km ao redor da
colméia. No vaivém

dessas  viagens elas
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coletam o néctar, o suco
adocicado das flores que

dé origem ao mel.

Para coletar uma unica carga de néctar, capaz de encher o estbmago, uma abelha
chega a visitar entre 50 a 1000 flores. Quando descobre uma regido com uma boa
florada, a abelha campeira retorna a colméia paia comunicar. A comunicacdo se da
através de uma complexa danga.

Quando as flores estdo a menos de 100 m de distdncia da colméia, a danga ¢
circular, (fig. 1). Se o alimento estd a mais de 100 m, a abelha corre para a frente por
uma pequena distancia, retornando ao ponto inicial por um semicirculo corre novamente
em linha reta e volta descrevendo um outro semicirculo na dire¢do oposta, (fig. 2). Na
parte reta ela agita rapidamente a parte que consiste do abdoémen a cauda. Um caminho
vertical (para cima) significa que o alimento esta na dire¢dao do sol. Se a danga e feita a

30° a direita da vertical, significa que o alimento esta a 30° a direita do sol, (fig. 3).

" Florada a menos de 100m da Florada a mais de 100m em
* colméia. | direcdo leste ou oeste.
- ‘“I' R "/ k
- (fig.1) . (fig.2)

Florada a mais de 100m e num
angulo de inclinagdo o em dire¢do
ao norte sul.

(fig.3)

As abelhas nao usam coordenadas retangulares para comunicar a posi¢ao da
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fonte de alimentos. Em comportamento animal, principalmente na orientacdo de aves e
peixes, as coordenadas polares tém um papel importante.

P: (x, y) — coordenadas retangulares

r= \/m (distancia polar) e

0 = arctg% (angulo polar) => P:(x,y)
=P(1,0) A4

r

e | X

A fonte de alimento ¢ comunicada pela abelha campeira as demais abelhas, por
uma danga, que toma como referéncia a nascente do sol, o leste. Por exemplo: se a fonte
de alimentos P estiver a 400 m da colméia e formando um angulo de 60° no sentido
horario em relacdo a dire¢do do sol nascente (leste), pode-se saber, através das

coordenadas polares, sua posi¢do exata:

P
y '“"’:o'“ '
]
AR
Norte 60° !
X
Relacdes do
tridngulo
reténgulo
Sen 6. Oeste
¥l Cos &%
r

cateto adjacente

As relagdes trigonométricas transformam coordenadas polares em retangulares,
Em coordenadas, podemos afirmar que a fonte de alimento esta a 200 m para leste e 346

m para o sul, em rela¢do a colméia.
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Se agora a divida ¢ $ 150.000, quanto tempo Donald passou na Matemagicalandia?
Volte ao inicio e use

C(t)=(1,3)' x 140.073 (tempo em meses)

150.000

l
150.000 = (1,3)t x 140.073 => t =—240078 —, ¢ = Q06847158 _ 509 a0 ~ 783 dias
n1,3 0,26236426
= 1 semana.
dmaa? HA... €13 MINDA PROPOSTA] O QUE

POIS BU LHE DARE! MINHA CASA INTEIRA PRA
-t LQUIDAR ESSA DIVIDA/
" ., ) -—r-'-r .‘(:-

Vejamos, se o Tio Patinhas colocar 1 centavo na 1% casa, 2 centavos na 2% casa, 4

centavos na 3% casa e assim sucessivamente, ..., ou seja,
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a1:1:20
a2:2:21
a3=4=22
a4:8:23
Aeq = 2%°

APENAS OOBRE O NUMERO cnuzemos...
0E CRUZEIROS DE CADA VEZ 4 . | - XNl E
ATE TERMINAR DE PREENCHER } r:cou
mes SESSENTA E GUATI}O : e:num[

QUADR /.
- '.. N
- . f ) '__. .
|- i ¥
' AR N x
N Hpht A a
Lo Tel

AQ MENOS NAD -Tss Tes /A Que__'*'i‘ |y AQul ESTAT TUDO
SE ESQUECA cgio (IMPACIE : -"CLIC! . l Que LHE DEVO
M €BRO" ELE g -\ _POR §

NICO NOS DARA O

O total de moedas serd dado por 1+ 2! + 2% 4+ 23 4+ ---+ 263 (soma de uma PG de

64 _
razdo 2) S = % — 264 _ 1 = 18.446.744.073.709.551.615 = 1,8x10° centavos.

Se cada moeda pesasse 1 grama, Donald, vocé deveria receber 1,8 x 10" x 10°¢

toneladas = 1,8 x 10" toneladas.
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S‘A fSIM.’ £ O PRECO
W ﬁop%(nuuas!

/es?s‘fm
MENINOS /

1550 PODE SER
|NTERESSAN

SAD QUAGUILHOES E GUAGL
oe "CRUZERDS! NAD PODE SERS
ESTAR ERMADO.
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Agora, se cada dolar valesse 5 cruzeiros, teria 3,6 x 10" délares. Como nossa divida
externa ¢ 120 bilhdes de dodlares, sera equivalente a 30 dividas externas brasileiras.

Poxa!

Comentario Final

A Matematica pode ser "encontrada" nos mais simples objetos (quando se
analisa sua geometria) ou nos mais complicados fendmenos da Natureza (quando se
pretende interpreta-los).

Neste trabalho procuramos dar exemplos simples de utilizacdo da Matematica
que ¢ sugerida nas diversas situacdes propostas na revistinha do Pato Donald. A

modelagem efetuada foi somente um exemplo do que se pode fazer, como motivacao,
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para se ensinar Matematica em cursos regulares de 1° e 2° graus.

Cada um dos temas apresentados pode ser retomado numa andlise mais
aprofundada (seria um bom exercicio para os professores). Por exemplo, experimente
pesquisar mais sobre o comportamento das abelhas, sobre os segmentos dureos, sobre a
criacdo das ras, sobre jogos, sobre a historia da Matematica, etc.

O objetivo ¢ mostrar que cada um ¢ capaz de desenvolver seu proprio texto
usando a mesma revistinha - tente!

Nao quisemos dar uma "receita" de modelagem, mas simplesmente despertar o
interesse em aplicar este método para ensinar e, mais que isto, ensinar - aprendendo.
"Havera um dia - talvez este ja seja uma realidade - em que as criangas aprenderdo
muito mais, € muito mais rapidamente, em contato com o mundo exterior do que no
recinto da escola" (MCLUHAN).

Faga como o Pato Donald, v4 em frente, a "Matemagicalandia" o espera, afinal
como dizia LOBACHEVSKY: "Nao existe nenhum ramo da Matematica, por mais
abstrato que seja, que ndo possa um dia ser aplicado a algum fendmeno do mundo real".

Coragem!
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