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Representacdo do Conhecimento em Matematica:

transformacdes no plano - Translacdo e Simetria?

Estela Kaufman Fainguelernt®

O que é representacdo do conhecimento em Matematica?

Para tentarmos entender o que isto significa, trabalharemos com transformacdes
no plano e, entre estas, apenas as Translagdes e Simetrias.

Inicialmente, para “aprender Matematica” € preciso “fazer Matematica”
gradativamente. Neste fazer Matematica estdo implicitas as representacbes que
desempenham um importante papel. Se o aluno ou qualquer aprendiz conseguir
entender as diferencas entre a aquisicdo de um conceito e as suas diferentes
representacdes, ele tem possibilidade de fazer a passagem das operagdes concretas para
a abstracao.

E fundamental partir da percepcdo e intuicdo de dados concretos e
experimentais, explorar as representacdes, as aplicacdes, desenvolver o raciocinio
l6gico para, s6 entdo, chegar aos processos de abstracdo e de generalizacdo. Para
construirmos o Saber Matematico, partimos do Saber Fazer, trabalhando com as

representacdes e sobre as representacoes.

construir

Saber Fazer > O Saber

representacéo

A Geometria oferece um vasto campo de idéias (conceitos) e metodos
que se prestam especialmente a este tipo de abordagem.
Gostaria aqui de enfocar dois aspectos classicos importantes no ensino-

aprendizado de Geometria.
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— Uma visdo da Geometria como uma ciéncia do espaco.

— Uma visdo da Geometria como uma estrutura ldgica.

Segundo Freudenthal (1973), a Geometria é 0 meio pelo qual o aprendiz pode
dar um sentido para a estrutura matematica.

H& um consenso de que esses dois aspectos sdo ligados. Alguns niveis da
Geometria como ciéncia do espaco Sdo necessarios, para aprender a Geometria como
uma estrutura logica. Através das representacfes é possivel verificar estas passagens,
pois elas estdo ligadas a imagem que é reflexo do que se aprendeu.

As diferentes etapas da aprendizagem de Geometria promovem diferentes tipos
de perguntas em Psicologia.

Se 0 nosso interesse é na Geometria como uma ciéncia do espaco, de um modo

geral, as perguntas iniciais séo amplas. Por exemplo:

— Como as criangas percebem seus arredores (seu espago)?

As criangas constroem a sua Geometria desde os primeiros meses de vida
(engatinham, a porta ¢ a saida do quarto...).

Os deslocamentos do seu corpo s@o importantes, portanto, no desenvolvimento
da nocdo de espaco e na sua representacao.

— Que tipos de cddigos sdo usados, no processamento da informacéo
visual?

No momento em que usa diferentes codigos, ela estd usando as diferentes
representacdes, e cada tipo de cddigo gera um significado. Se noés limitarmos a

visualizacdo, poderemos ainda nos questionar:

— Em particular o que é preciso a crianca produzir de documentacdo dos seus

arredores?

— Como selecionar o que é importante do que a crianca documenta daquilo que

ela vé.

— Como fazer a interpretacao desta documentacdo (representacao externa)?

Isto é:
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Figura 1: Translacdo

— Como as criancas descrevem, verbalmente ou visualmente, 0 mundo em trés
dimensdes?

— Como interpretar tal descricao?

Podemos continuar com uma infinidade de questdes e corremos o risco de nao
saber responder a elas. Mas em todas elas estd implicito o papel das representacdes.

Historicamente podemos nos reportar aos ornamentos, que foram feitos por
tribos primitivas e que atingiram o seu apice com os trabalhos do artista holandés
Maurits Cornelés Escher, que utilizou de modo criativo as isometrias do plano, em seus
trabalhos, e entre elas a translacdo e a simetria. Trabalhou inicialmente com sua
intuicdo, levado por um prazer irresistivel em repetir as mesmas formas e
posteriormente ele constatou que o0s seus desenhos eram baseados em regras
cientificamente comprovadas (grupos das simetrias), cuja representacdo dava a imagem
de figuras animadas e que preenchia toda uma superficie pela repeticdo de um modelo
abstrato ou geométrico simples.

Gostaria aqui de enfatizar a importancia da percepcdo do espago para poder

representa-lo, pois, como vimos nos trabalhos de Escher, ele percebeu, através da
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intuicdo, que cada vez que reproduzia a repeticdo da figura ele tinha uma nova

transformacéo.

Figura 2: Simetria

Os trabalhos de Escher, que hoje sdo mundialmente conhecidos, foram
desenvolvidos a partir de um interesse no trabalho de artistas mouros, utilizados na
decoracdo de Alhambra, Espanha (séc. XIII). Eles partiam de modelos abstratos ou
geométricos, j& que os mouros estdo proibidos pela religido islamica de representar
figuras animadas e preenchiam toda uma superficie pela repeticdo de um modelo.
Escher adaptou solugdes mouras a sua prodigiosa criatividade. Parece que ele descobriu

sozinho as 17 maneiras fundamentais de cobrir um plano usando um padrdo repetido.

Escher considerava a Matemaética “um portdo aberto”. Desse portdo, dizia ele,
partem muitos caminhos que se ramificam por um jardim. Quando pensava ja haver
percorrido a todos eles e retratado todas as vistas desse jardim, acabava encontrando um
novo caminho, que permitia outras descobertas. Com essa concepcao, Escher utilizava a

Matematica como uma ferramenta que lhe ampliava a percepcdo e enriquecia seu
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trabalho gréfico, disso resultando uma obra primorosa, onde em cada etapa as

representacOes estavam presentes.
Comentando seu proprio trabalho, Escher escreveu:

“Se vocé me perguntar por que faco essas coisas tdo loucas, esses objetos téo
absolutamente objetivos, sem nenhum toque pessoal, eu s6 posso lhe responder que é

porgue ndo consigo deixar de fazé-los”.

E, pois, pela beleza, pela riqueza de detalhes e pelas isometrias que contém, que
o trabalho de M. C. Escher pode, com grande vantagem didatica e pedagdgica, servir
como ilustragdo para o estudo das simetrias e das transformagdes, em nossas aulas de

Geometria.

Uma das possibilidades de deslocamento é empurrar uma figura sem giré-la ou
vira-la, obtendo-se uma representacdo dessa figura. Neste caso dizemos que houve uma

translacdo da posicdo da Figura 3 para a posicdo da Figura 4.

P _ v B P

Fig. 3 Fig. 4

Se observarmos a figura anterior, perceberemos o movimento que produziu a

imagem.

Segundo Frege, o conceito (idéia) tem uma denotacdo em um referente e, no
caso da translacdo, denota-se que pares de pontos no plano que podem ser ligados por
um paralelogramo aparecem sempre nestas transformagdes. Esses paralelogramos estdo
sempre presentes, ligando objeto real as suas diferentes representacfes quando
utilizamos as translagdes. Por exemplo, observando o movimento realizado da Figura 5

para a Figura 6, veremos claramente os paralelogramos.
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Uma outra possibilidade de movimento é colocar os objetos de maneira
simétrica, utilizando o plano de simetria do proprio corpo ou observando a simetria de

objetos na natureza.

Figura 7

O uso de espelhos é também um recurso auxiliar nas descobertas para a

construcdo do conceito de simetria.

Numa etapa posterior, através da dobradura de papéis ou recortando figuras
previamente dobradas ou utilizando papel fino e carbono, possibilitaremos a
conscientizacdo do conceito de simetria. Inicialmente percebemos a simetria para

comegar a construir o seu conceito.

Em cada uma dessas etapas utilizaremos um tipo de representacdo que
possibilita a aquisicdo gradativa dos conceitos de simetria e de translacdo. Nao podemos
esquecer que a aquisicdo de um conceito depende sempre da experiéncia pessoal de
cada um, acrescida de atividades disparadoras que geram a constru¢cdo do novo

conceito.
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A aprendizagem dos conceitos e das propriedades geometricas permite e exige
uma grande variedade de concretizagdes que vao permitir comparacdes por diferencas e

semelhancas que facilitam o processo de abstracéo.
Para Frege:
O conceito

l

Denotacdo (identificacao)

l

Conotacéo (propriedades)

l

Representacao

O conceito é do nivel do conhecimento da idéia, e a imagem ou representacdo é
do nivel da imaginagéo.
Portanto, para ele, o conceito é ldgico, tem extensdo, denotacdo e referente. A

imagem € a representacdo do objeto.

subjetivo

pensar

imaginar

objetivo
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conceito imagem

é ldgico representacdo do
tem extensdo objeto
tem referente

O conceito é objetivo e designa um referente extralinguistico.

Significante

(massa sonora — imagem verbal)

Significado Referente
(conceito) (objeto extralinglistico)
(sentido) (realidade material)

O conceito de simetria ou de translacdo tem um significante, que é a massa
sonora, cuja imagem escrita sdo as palavras Simetria e Translacdo. Estdo referidos a
movimentos de objetos (referentes extralinguisticos) com determinadas caracteristicas e
podem ser representados de diferentes maneiras.

Portanto, para se construir o conceito de simetria, como o de translacdo, ndo é so
a palavra nem so a representacdo nem sé a referéncia que dao o sentido, mas a inter-
relacdo que se pode estabelecer entre elas e que geram significado, isto &, o conceito.

A representacdo de um conhecimento ndo esta apenas no nivel verbal, mas
decorre tambem de imagens com significados que nos d&o as diferentes linguagens que
podem ser graficas, lidicas, artisticas, escritas, orais, etc.

Para Frege, o que ele denominou de objeto s6 pode ser mais precisamente
discutido quando vinculado ao conceito e a relagao.

A definicdo do conceito de simetria ou de translacdo pode ser representado de
diferentes maneiras como vemos a seguir.

Define-se simetria central no plano como:
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uma funcdo ou transformacéo de pontos no plano, que associa a cada par ordenado (X,y)

0 seu simétrico (-X,-y). (representacdo escrita)
ou
. 2 2
FIRT =R (representacdo simbolica)
(X, y) = (=x,-Y)
ou
-1 0)(x —X . -
= (representac@o matricial)
0 -1)\y -y
ou

(representacdo gréafica)

A simetria axial em relacdo ao eixo OY no plano é:

uma funcdo ou transformacéo de pontos no plano que associa a cada par ordenado (x,y)

0 ponto (-X,y). (representacdo escrita)
ou
. p2 2
FRoR (representacéo simbolica)
ou
-1 0)(x —X ) o
= (representacdo matricial)
0 1)\y y
ou
(-XY) quoe oo JXY)

(representacdo grafica)

A translacdo é:
uma funcdo ou transformacéo de pontos no plano que associa cada par ordenado (x,y) a

(x+a,y+b) onde a e b sdo constantes. (representacgéo escrita)
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ou
.p2 2
PR OR (representagéo simbdlica)
(X, y)—> (x+a,y+hb)
ou

B

/ (representacdo vetorial)
A

Cada par orientado de pontos distintos (A, B) determina o que chamamos uma
Translacao, isto é, um deslocamento de A até B e que se anota B-A.

Portanto, os conceitos de simetria e translacdo estdo ligados a funcbes
proposicionais que poderado ser saturadas por argumentos que designam objetos.

Outro tipo de representacdo do conhecimento é o realizado com o
computador.

A representacdo do conhecimento utilizando o computador sera exemplificado com
o trabalho realizado no Colégio Santa Ursula em 1992 com alunos da 42 serie do 1°
grau, utilizando a linguagem LOGO.

O Projeto pedagogico do colégio neste ano tinha como tema central “ECQO9”, e
se propds a seguinte questdo:

O que poderia ser realizado no computador que representasse este tema?

Como ilustragédo do resultado, colocamos a seguir 0 programa feito por um dos

alunos seguido de uma representacdo grafica na maquina.
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AP CASA
di 45
fr 50
di 90
fr 50
di 135
fr 70
es 90
fr 60
es 90
fr 70
es 90
fr 60
es 90
fr 40
sC
es 90
fr 10
cl
fr 15
di 90
fr 15
di 90
fr 15
di 90
fr 15
di 90
sC '
fr 20
es 90
fr 7

cl
di
VO
fr

€s

€s

es
Vo

90
2

33
90
13
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9%

33
90
13

90
33

a0

45
90
55
90
10

99

.95

90
5

i 00

repita 36 [fr 4 es 10 |

sC
fr
es
fr

cl

repita 1
es - 180

200
90

40

8 [fr'1 di 10]

Bolema, Rio Claro — SP, v. 9, n. ESPECIAL 3, 1994



repita 18 [fr 1 di 10] es

SC
SC
fr
di
fr
es
fr
di
fr
di
cl

repita 4 [fr 1 di 90

sc
fr
es
fr
di
cl

70
90
80
90
10
90
9

90

80
90
55
90

sc
di
fr
es
fr
es
fr
cl

fr

es
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180

90
20
90
100
180

13
90

repita 18 [fr 1 es 90 fr 4 vo 4 di 110]

fim

repita 36 [fr 2 es 90 fr 6 vo 6 di 100]

-

O
- ot HER:
IT [ RS Iﬂ{ f

1

Logo — 4% Série do 1° grau
Colégio Santa Ursula

Podemos constatar que as experiéncias das criangas nos mostram que a

percepc¢do associada a representacdo possibilita a criatividade, tambem trabalhando com

0 computador.

Para concluir, citarei esta mensagem:
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“No Jardim do Paraiso Ad&o viu os animais antes de nomea-los; no sistema
tradicional (de ensino), as criancas ddo nomes aos animais antes de vé-los”. (A. N.
Whitehead)

Esperamos que esta sucinta amostragem de nossa experiéncia sirva de incentivo
aos novos colegas.

O trabalho que cada um de nos realiza no dia a dia em sala de aula deve ser
sempre trocado e discutido pois ele e um agente transformador e enriquecedor na

descoberta de novos caminhos para o ensino de Geometria.
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