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ARTIGOS

Um Outro Caso de Obstaculos Epistemologicos:
o principio de permanéncia

Another Case of Epistemological Obstacles: the principle of
permanence

Gert Schubring!

Resumo

Os numeros negativos constituiram um problema conceitual para a matematica
enquanto grandezas e nimeros ndo foram separados epistemologicamente e a defini¢ao
da matematica era a ciéncia das quantidades. A solu¢do do problema conceitual aconteceu
no século XIX numa parte da comunidade matematica, como componente do surgimento
do novo paradigma da matematica, vencendo a ontologia substancialista e estabelecendo
a visdo relacionista, baseado na algebrizagdo da matematica.

Porém, o corpo professoral nas escolas secundarias ndo quis, na sua maioria,
adotar o novo paradigma, o principio de permanéncia, erigindo-se como obstaculo
epistemolodgico para eles. Eles continuaram a aderir a visao platonica, baseando-se em
justificagcdes geométricas, sustentando que cada afirmacao deve ser demonstravel.
Pretendendo que os proprios obstaculos fossem o interesse dos alunos em achar na
matematica nada de arbitrario mas sim absoluta conseqiiéncia logica, eles tornaram o
principio de permanéncia um obstaculo “didactogénico”, como chamou Brousseau os
obstaculos causados pelas carateristicas do ensino.

Palavras-Chave: Numeros negativos, obstaculos epistemoldgicos, principio
de permanéncia

Abstract
The negative numbers constituted a conceptual problem for mathematics as long as
quantities and numbers had not been separated epistemologically and as mathematics
was understood to be the science of quantities. The solution of the mathematical problem
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was achieved in the 19" century in a part of the mathematical community, as an element
of'the rise of the new paradigm of mathematics, overcoming the traditional substantialist
ontology and establishing the relationist epistemology, based on the algebrisation of
mathematics.

The group of mathematics teachers at secondary schools was not prepared in its majority,
however, to accept the new paradigm. It was in particular the principle of permanence,
which proved to be an epistemological obstacle for them. They continued to adhere to
the Platonist view, relying on geometrical justifications, maintaining that any mathematical
statement should be capable of being demonstrated. Disguising their own obstacles to
be those of the students who would accept nothing arbitrary in mathematics but rather
absolute logical consistency, these teachers turned the principle of permanence to
constitute an “obstacle didactogéne” as Brousseau had called those obstacles caused
by characteristics of teaching.

Keywords: negative numbers, epistemological obstacles, principle of permanence
Os nimeros negativos - um problema conceitual

A histéria dos nimeros negativos € extremamente rica em apresentar
exemplos significativos que mostram que a historia da mateméatica ndo €, como
a concebeu Gaston Bachelard, “uma maravilha de regularidade”, de
continuidade no seu desenvolvimento, mas sim de desvios, de regressos, de
obstaculos, de diversidade conceitual em comunidades matematicas
diferentes.?

Com efeito, foi um processo enormemente moroso a solug¢ao dos
problemas matematicos inerentes a definir e conceitualizar os niimeros negativos
desembaragados de contradigdes. Esse nivel ndo foi conseguido, como
afirmado longo tempo pela historiografia, nos séculos XVIe XVII mas somente
durante o século XIX, e ai mesmo somente numa das comunidades
matematicas, na Alemanha.’

O maior problema matematico envolvido pode se resumir assim: operar
com niimeros negativos implicava operar com um outro conceito de niimero
que ndo aquele subjacente as operacdes comumente assumidas como
geralmente validas na aritmética. Foi preciso estender as operagdes da
aritmética comum — entao com os nimeros inteiros — para o dominio maior de

2 Ver a discussdo sobre obstaculos epistemoldgicos em Schubring (2002, 2006).
3 O desenvolvimento conceitual e epistemologico da nogdo dos niimeros negativos e as diferencas dele
em diversas comunidades matematicas ¢ apresentado extensamente em Schubring (2005).
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numeros que incluia os relativos. A necessidade de estender, a saber, redefinir
as significagdes das operagdes foi concebida pelo fildésofo francés Condillac
como a diferencga entre dois “dialetos” da lingua da matematica: o dialeto da
aritmética e o dialeto da algebra: “esse dialeto [a algebra] tem regras que
precisam ser conhecidas, € ¢ uma nova gramatica a ser aprendida”
(CONDILLAC, 1981, p. 275). E ele advertiu: “Quando se misturam estes
dois dialetos, ndo ¢ possivel evitar cair em expressdes contraditorias”
(CONDILLAC, 1981 p. 296).

Foi em particular na operagao de multiplicagao onde foram mais
misturados os dois “dialetos”. Classicamente, segundo Euclides VII, def. 15,
amultiplicagao foi definida somente para nimeros inteiros: como adi¢ao repetida
de um numero, € assim com um papel assimétrico entre multiplicando e
multiplicador. Devido a este papel assimétrico, foi admissivel estender a
multiplicag@o ao caso de repetir uma grandeza, entdo de multiplicar uma
grandeza por um escalar. Mas a multiplicagao entre duas grandezas foi excluida
porque uma grandeza ndo pode funcionar como multiplicador. Porém, a pratica
na geometria e na fisica sempre voltava a exigir multiplicar duas grandezas — o
que acarretou que o produto nao mais fosse homogéneo ao multiplicando,
como exigido pela defini¢ao da operacao (SCHUBRING, 2002).

Comecou-se a tomar consciéncia das contradi¢des nos fundamentos
durante o século XVIII, mas ndo se conseguiu uma solucdo conceitual. As
contradigdes mostraram-se particularmente agudas no caso dos nimeros
negativos, sendo eles casos especiais de grandezas: nlimeros inteiros com
uma “qualidade”, neste caso: uma direcao. E para eles, a multiplicacao de
duas tais grandezas exprimiu-se como a regra dos sinais: multiplicar menos
por menos.

Desde o século X VI, encontra-se em praticamente todos os livros-
texto da &lgebra a tentativa de mostrar a regra dos sinais, em particular para o
caso de menos por menos. Apesar de alguns “dissidentes” que — comecando
com Cardano - queriam mostrar que menos por menos resulta em menos
(SCHUBRING, 2005, p. 268), a convic¢ao geral foi a de que ndo somente
era necessaria uma prova da regra dos sinais, mas também que ja existia uma
prova - ainda que formas diversas da prova coexistissem.
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Refletindo sobre a critica de d’ Alembert com respeito a existéncia
dos niimeros negativos, foi Lazare Carnot (1753-1823) que empreendeu pela
primeira vez uma analise sistematica das diversas provas da regra dos sinais.
Ele mostrou que todas essas provas sdo deficientes. Em geral, as provas
estenderam ilegitimamente a demonstracao de Diofante para diferengas
positivas:

(a-b) (c-d),
entdo com a > b e ¢ > d ao caso inverso ou com a e ¢ sendo zero. Como
conseqiiéncia, Carnot propagou a exclusao dessas grandezas contraditorias
da matematica e a substituicao dos niumeros negativos por uma nova geometria
sintética, a geometria de posicdo (CARNOT, 1803; SCHUBRING, 2005, p.
353ft).

Na Alemanha, uma abordagem inteiramente diferente da rejeicao
expandida na Franga e na Inglaterra foi gradualmente elaborada e foi baseada
no separar grandezas e numeros. Desde 1799, houve publicagdes que
explicavam que opera¢des com um novo tipo de grandeza exigiam redefinir,
ou mesmo estender as significa¢des das operacdes aritméticas (HECKER,
1799).

O segundo elemento inovador foi de algebrizar a nogao basicamente
geométrica de dire¢cdes opostas de nimeros positivos € negativos. Assim,
concebeu-se a diferenca entre sinal de operagdo e sinal da grandeza (“da
qualidade™). Foi H. D. Wilckens, professor de matematica em uma academia
florestal, que propds em 1800 — para expressar esta diferenga —uma notagao
segundo a qual a oposta de uma grandeza a ¢ representada por a e as
grandezas opostas sdo definidas pela equacdo a@ ? a ? 0 (WILCKENS,
1800).

A abordagem definitiva foi estabelecida em 1817 por um professor de
matematica de um Gymnasium prussiano, em Danzig: Wilhelm A. Forstemann
(1791-1836). Seu passo decisivo foi separar estritamente, nas definigdes das
operagdes aritméticas e algébricas, os nimeros e as grandezas. Refletindo
sobre a epistemologia da matematica, Forstemann sublinhou a diferenca
ontologica entre numeros e grandezas. Ele criticou a nogao de quantidade —
sendo demais geral segundo ele — e prop0s substitui-la por dois conceitos
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basicos: de grandeza e de nimero. Mas é somente com 0s nlimeros que se

podem executar as operagoes algébricas — e, portanto, nao com grandezas:

Grandezas sao: linhas, extensdes, planos, sélidos, pesos,
extensdes do tempo, conjuntos de pessoas ou de livros.
Numeros, no entanto, sao apenas expressdes das relacdes
entre grandezas da mesma espécie (FORSTEMANN, 1817,

p- D).

E notavel que Forstemann tenha partido da reflex&io sobre a operagio
de multiplicagdo. Ele investigou se existe um “oposto” nesta operacao e
estabeleceu que deve ser o elemento inverso, definido pela equagao:

b-1=1

b

e deduziu que 1 deve ser o elemento neutro dessa operagao.

Tendo assim conceitualizado, numa abordagem algebrizante axiomatica,
a operacao de multiplicac@o, Forstemann perguntou se existem analogias para
aadicdo. Com efeito, mostrou-se que constitui o elemento inverso e que o 0
constitui o elemento neutro desta operagao, como evidenciado pela defini¢ao:

at+a=0,

A proxima etapa para Forstemann foi conectar as duas operagdes
adicdo e multiplicacdo pela distributividade. Neste ponto, ele explicou que a
validade de

(a—b)-c=ac—bc

jé era conhecida para nimeros positivos e absolutos. E para a validade da
distributividade no dominio estendido de nimeros positivos e negativos, ele
foi o primeiro a formular o principio de permanéncia, demandou como um
postulado que as regras para as operagoes estendidas deviam corresponder
as regras nos casos originais. Assim, por exemplo:

(a+b)-c=ac+b-c
com a conseqiéncia:
(a+b)-c=ac+b -c
E, em particular, segundo o principio:

b-d =b-d (FORSTEMANN, 1817, p. 17).
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Gaul3*, em sua famosa nota manuscrita “sobre a metafisica da
matematica”, insistiu que “‘o verdadeiro assunto da matematica sao as relagoes
entre as grandezas” (GAUSS, 1929, p. 59). E no seu resumo de 1831 sobre
os restos biquadraticos, onde ele esbogou uma teoria dos fundamentos da
aritmética, Gaul3 declarou que o conceito da oposi¢ao entre nimeros reside
na epistemologia e que na matematica ndo se trata de substancias, mas de
relagdes entre grandezas (GAUSS, 1863, p. 176). Gaul} disseminou assim a
abordagem epistemologica de Forstemann, a separacao entre grandezas e
numeros, sublinhando a nova epistemologia da matematica, sendo a das
relagdes e ndo mais a de substancias. Mas a obra e os conceitos de Forstemann
ficaram conhecidos por somente poucas pessoas, mesmo na Alemanha.

Os conceitos de Forstemann e as novas abordagens epistemologicas
de GauB tornaram-se conhecidas e disseminadas somente depois de 1867,
no ano em que o matematico alemao Hermann Hankel publicou na sua obra
Theorie der complexen Zahlensysteme um tratamento ja bastante axiomatico
dos fundamentos da aritmética. Ele assumiu as concepgdes de Forstemann
sobre a oppositeness nas operagoes de adi¢ao e de multiplicagdo e elaborou
mais explicitamente o “principio de permanéncia” — que ¢ com efeito ligado
a0 seu nome —como a base conceitual para estender o significado de operacdes
anovos dominios de niimeros. E foi Hankel também que sublinhou pela primeira
vez explicitamente que essas extensdes constituem convengdes e que desta
forma nao podem existir provas para as defini¢des assim conseguidas. Em
particular, ndo existem demonstracdes para as regras dos sinais: sdao

convencoes:
Nao é possivel pronunciar-se tdo acirradamente contra uma
visdo tdo divulgada que essas equagdes [as regras dos
sinais] jamais possam ser provadas em matematica formal;
clas sdo convengdes arbitrariamente estabelecidas para que
se preserve o formalismo ja existente nos calculos. [...]
Contudo, uma vez definidas, todas as demais leis da
multiplicag@o derivam delas por necessidade (HANKEL,

1867, p.41)

“ GauB ¢ a grafia alema para Gauss quando escrito em minuasculo. (N.E.)

4 It cannot be too sharply stressed against a view widely spread that these equations [the rules of signs]
can nevermore be proved in formal mathematics; they are arbitrary conventions in favor of preserving
formalism in the calculus. [...] Once these conventions have been established, however, all the other
laws of multiplication will follow from them by necessity (HANKEL, 1867, 41; apud SCHUBRING,
2005, p. 602).
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Depois a solucio conceitual - um problema epistemologico

Podemos constatar que a solugdo matematica do problema de
fundamentar as operagdes sobre o dominio estendido dos nimeros inteiros
foi obtida pela primeira vez em 1817, por um professor do secundario, que
recebeu aceitagao na comunidade matematica paulatinamente, mesmo apos o
apoio de Gaul3. Contudo na Alemanha, a aceita¢do definitiva na comunidade
dos matematicos profissionais aconteceu somente depois da publicagao do
livro de Hankel em 1867.

Mas teria esta aceitagdo acarretado de imediato a disseminagao ¢
aceita¢do na cultura geral? Vou apresentar um debate fogoso entre professores
alemaes que € revelador para a persisténcia da epistemologia tradicional da
matematica. E a duracdo do debate — mais de dois anos! — mostra a
profundidade das convicgdes afetadas.

O debate teve lugar na revista Zeitschrift fiir mathematischen und
naturwissenschaftlichen Unterricht (ZfmnU) [Revista para o Ensino da
Matematica e das Ciéncias Naturais], fundada em 1870 pelo J.C.V. Hoffmann.
Hoffmann (1825-ca. 1910) nasceu na Saxdnia e foi professor em escolas
secundarias na Saxdnia, em Vienna e em Hamburgo. Esta revista dirigia-se
aos professores dessas disciplinas nas escolas secundarias dos diversos estados
alemaes e foi a primeira revista dedicada inteiramente a educa¢ao matematica.’
A ZfmnU manteve o seu papel de revista didatica principal da Alemanha até
1943, quando a segunda Guerra Mundial obrigou sua descontinuacao.

A origem do debate foi um artigo de J. Kober (1883a), diretor de
uma Realschule (escola realista/moderna), no primeiro nimero da revista do
ano XIV/1883 sobre os comecos do calculo com letras. A intencao do artigo
foi dar um esbogo sucinto do ensino das regras das primeiras operacoes
algébricas. Neste contexto, o autor apresentou as regras para multiplicar dois
“bindmios”, i.e.

(a+b)(c+d)(a+b)c—d)(a—b)c+d) ,

> Anteriormente houve duas outras revistas: o Archiv der Mathematik und Physik, fundada em 1841
por J. A. Grunert, especializada em artigos sobre a matematica escolar ¢ a elementariza¢do da
matematica, e a Zeitschrift der Mathematik und Physik, fundada em 1856 por F. X. Schlémilch,
publicando, entre outros artigos, sobre aspetos metodologicos e a historia da matematica.
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e em particular

(a—b)(c—-d)=ac—ad —bc+bd ,
segundo os procedimentos conhecidos desde Diofanto. Kober nao viu
problemas em substituir @ € ¢ por 0:

(0=-b)0+d)=(-b)(—d)=+bd ,

justificando: “Pois, como as leis para a adi¢ao, a subtracdo, a divisdo e a
multiplicagdo valem também para zero, assim os resultados do nimero 13
devem continuar corretos também paraa=0e¢ c¢=0" (KOBER, 1883a, p.
14).

Em seguida, Kober afirmou que esta multiplicagao tem nada a ver
com “arbitrariedade’ e continuou polemizando contra a posi¢ao segundo a
qual a multiplicagdo ndo seria legitima para grandezas relativas: o que deveria
pensar o aluno desta disciplina com uma tal posi¢ao? (KOBER, 1883a., p.
15). No ntimero 3 do mesmo ano, um professor de matematica, “Dr. Thieme”,
respondeu, referindo-se as pesquisas de Hermann Gramann e de Hankel,
explicando ““a matéria correta”: na multiplicagao que € definida originalmente
apenas para nimeros positivos, um multiplicador negativo ndo ¢ admitido.
Deduzir a regra — mesmo na sua forma mais simples: (-a)(+b) = -ab —pelo
meio do bindmio também ndo € legitimo porque pressupde que (a - b) etc.
tenha um valor positivo. Apresentar a regra dos sinais como uma conseqiiéncia
l6gica ndo ¢é valido. A regra dos sinais ndo ¢ uma proposicao capaz de ser
demonstrada mas ¢ uma “definicao”. Porém, esta defini¢ao nao ¢ arbitraria
mas oportuna (“zweckméfig”) (THIEME, 1883, p. 177-178).

O editor da revista permitiu a Kober uma resposta imediata e
acrescentou uma nota propria de mais de trés paginas. Kober postulou que a
regra dos sinais nao seja nem arbitraria nem oportuna mas simplesmente
necessaria . Nenhum matematico e nenhum filosofo poderia altera-la—ela se
deduz sem duvida da “lei da série dos numeros”. E Kober exclamou: tenta e
atribui a (+a)(-b) uma outra significacdo! Talvez alguém encontre uma outra
ainda mais “oportuna”? (KOBER, 1883b, p. 178).

Hoffmann, em suas observagoes, admitiu que um multiplicador negativo
nao fica legitimado pela defini¢ao da multiplicagdo, mas tentou atribuir um



Bolema, Rio Claro (SP), Ano 20, n° 28, 2007, pp. 1 a 20 Um Outro Caso de Obstaculos... 9

sentido pela nogao de “oposi¢ao” de qualidades, como dire¢do em geometria
e bens versus débitos para grandezas na algebra — sem entdo justificar
concretamente a regra dos sinais. Mas no fundo, Hoffmann apoiou Kober
criticando Thieme e manteve que considerar a regra dos sinais uma defini¢ao
implicaria uma arbitrariedade uma vez que a regra ¢ necessaria e ndo arbitraria
(HOFFMANN, 1883a, p. 178).

Kober, ndo ainda satisfeito, tentou pouco depois —no numero 5 —dar
uma demonstragdo direta da regra, pela manuten¢do da continuidade do
produto. Considerando um produto ax, se x se diminui de uma unidade, o
produto diminui de @ unidades. Assim o produto passa por zero e chega no
negativo porque deve tender a -0 (KOBER, 1883b, p. 340). Numa nota, o
editor Hoffmann apoiou de novo Kober, citando do livro didatico de um
professor do Gymnasium em Hamburg, Schubert, uma justificacao do produto
com um multiplicador negativo. Mesmo sendo bastante impreciso, Hoffmann
a entendeu como apoio a Kober (HOFFMANN, 1883b, p. 341).

Como Hoffmann escreveu no nimero 8 do mesmo ano, ele recebeu
varias respostas a controvérsia entre Thieme, Kober e ele mesmo, e anunciou
que as publicaria em seguida, mas que comecaria ali com o artigo de Eduard
Harter, professor numa Realschule, porque aquilo se apoiava “pretensamente”
na posic¢ao de um “sabio”.® De fato, Harter mencionou que matematicos
eminentes censuraram a apresentacdo dos nimeros negativos nos livros
didaticos e que uma apresentacao cientificamente correta desse conceito
importante dos elementos da matematica foi publicada por Rudolf Lipschitz
(1832-1903), professor de matematica na universidade de Bonn, em seu livro
texto Grundlagen der Analysis, publicado recentemente, em 1877
(LIPSCHITZ 1877).7

O artigo de Harter, intitulado simplesmente O numero negativo,
constitui um documento importante porque desenvolve explicitamente as
diferencas entre as operagdes definidas com numeros inteiros e as operagdes
estendidas para nimeros negativos. Hirter declarou como seu objetivo o de
explicar o tratamento desse assunto por Lipschitz, que fica no livro

® Nota rodapé do Hoffmann, Harter 1883, p. 582.

7 Harter sublinhou que ele ndo seguia diretamente o texto do Lipschitz. De fato, Lipschitz ¢ bem
explicito sobre a exigéncia de definir separadamente a multiplicagdo para os nimeros negativos mas
a apresentagdo nao ¢ tanto axiomatica (LIPSCHITZ, 1877, pp. 18-23).
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absolutamente claro mas sucinto, e de ilustrar o seu uso para ensino nas escolas.

Harter mostrou, concentrando-se no caso de menos por menos, que
amultiplica¢do dos dois bindmios admite um resultado somente quando se
requer ainda ter diferengas reais, entdo sem ter introduzido niimeros negativos:

(a=b)c—d)=ac—ad—[bc—bd],
e que nao ¢ permitido resolver os colchetes e que precisa efetuar as operagoes
numa certa ordem a fim de ficar dentro da area legitima. Seguindo Lipschitz,

Hirter explicou que é a multiplicagdo que requer a introdugao dos niimeros
negativos, a fim de poder substituir o lado direito da equagao por:

ac—ad —bc+bd
e poder operar independentemente de uma ordem prescrita . Ele introduz o
elemento inverso da subtragao, como fez Forstemann, porém substituindo a
barra pelo sinal de menos, e explica que as regras de operagdo com 0s niimeros
negativos constituem Festsetzungen (definicdes). Assim, sdo os matematicos

que definem:
—a-b=-ab
—b-a=-ab
—a-—b=+ab

“Essas trés equagdes sao definigdes arbitrarias € nao podem ser demonstradas”
(Harter 1883, p. 587). Concluindo, Harter acrescentou que a matematica
deve os seus grandes progressos em particular as suas defini¢des artificiais e
que os significados delas se distinguem fortemente das mesmas palavras
utilizadas no dia a dia.

O artigo de Harter provocou fortes agressdes do lado de outros
professores. O editor Hoffmann reuniu sob o mesmo titulo varias reagdes de
leitores publicadas num niimero seguinte da revista: “Adverténcia para jovens
professores de matematica e para aqueles que querem tornar-se professores”.
Uma das direc¢des das censuras foi representada por Kober, que condenou
vigorosamente toda introdu¢do de arbitrariedade na matematica. Segundo

ele, demonstrar que —a-b=—ab ¢ “facilimo”; é preciso somente, e.g.,
calcular 3 vezes 5 e depois subtrair os 15, resultando em -15 (KOBER, 1884,
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p. 108). Ele ridicularizou a afirma¢@o da arbitrariedade, exclamando: que
bom que esses senhores tenham achado por acaso o correto!
Um outro professor argumentou contra a pretendida inexecutabilidade

de b-(—a) , que esta expressdo ndo tem sentido antes de definir os nimeros

negativos, mas que uma vez definido o nimero negativo, fica de imediato
definido o que ¢ um multiplicador negativo, negando que também as operacdes
precisam ser redefinidas (SCHUSTER, 1884, p. 343-344).

A segunda direcao foi um desprezo aos matematicos. Hirter deu a
entender que, tendo saido recentemente da universidade e estudado os
fundamentos segundo as concepgdes modernas da matematica, se apoiou no
livro de Lipschitz; entretanto Hoffmann ndo teve acesso a este livro e enviou
uma carta a Lipschitz a fim de saber a opinido dele sobre as afirmagdes de
Harter. Para sua decepgao, Lipschitz, em sua resposta, nao quis ser envolvido
no debate e referiu-se brevemente ao seu livio (HOFFMANN, 1884a, p.
108). Hoffmann comentou lamentando que Lipschitz deveria expor a sua
concepgao nesta revista se ele a considera tao importante (HOFFMANN,
1884a, p.. 108). Um outro leitor falou da “opinido” de Lipschitz e declarou
nao concordar com essa (HOFFMANN, 1884a, p. 110). E Hoffmann ainda
mais fundamentalmente negou-se a aceitar as obras de matematicos sobre
fundamentos como fontes decisivas, mesmo denunciando as abordagens de
Hérter como justificagdes por autoridades; ele exclamou: “poupe-nos de
demonstragdes por autoridades!”” Outro leitor aponta para matematicos como
Hankel, Gramann, Cantor; Hoffmann propde-se a publicar seu artigo, mas
ndo o faz integralmente, mencionando que os matematicos citados ndo
escreveram especificamente para a escola, € os excluiu entdo como fontes
relevantes (HOFFMANN, 1884a, p. 112).

Com efeito, a estratégia principal foi recusar argumentos de matematicos
alegando que se tratavam de questdes didaticas, do ensino —enquanto o foco
do debate eram convicgdes sobre os fundamentos da matematica.

Na verdade, as exigéncias do ensino foram pretextos a fim de
argumentar contra a matematica como instancia superior. Quando se tratou
de desenvolvimentos matematicos produzidos por esses professores, eles
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sempre afirmaram que seria tao facil para os alunos que o ensino ndo constituisse
uma propria dimensao para testar a efetividade didatica. Por exemplo, um
professor, citado por Hoffmann, afirmou que se consegue esclarecer o conceito
dos nimeros negativos “mesmo ao aluno o mais simplorio” (apud
HOFFMANN, 1884a, p. 110). E Hoffmann afirmou que por varias vezes
em linha as qualidades de grandezas negativas, segundo a concepgao dele,
“ndo hé de trazer dificuldades mesmo ao aluno tapado” (HOFFMANN,
1884c, p. 500).

Embora também nao tenham escrito para a escola, outros grupos foram
mais bem vindos para apoiar as posi¢des dominantes dos professores do
secundario: filosofos e psicdlogos. Isto mostrou-se pela primeira vez também
na ocasido do artigo de Hérter. Além de livros didaticos, ele criticou também

um filosofo, autor de um livro de logica, citando-o de memoria: —pH-qg éum
produto, entdo uma soma de parcelas iguais: a parcela -b deve ser posta a
vezes; assim resulta —gp . Mas quando se tratade —g-—p , ndo se deve
por b vezes a parcela -a, mas se deve po-la as avessas (verkehrt) b vezes,
entdoresulta +ab (HARTER, 1883, 585). E Hirter comentou: se o autor

nao ja soubesse antes o resultado correto, ele teria chegado pelo seu “por as
avessas” somente a um resultado as avessas.

O editor da revista foi imediatamente instigado por essa observacao e
tentou verificar na propria obra. Estando emprestada na biblioteca em Leipzig,
ele foi obrigado esperar a citagdo exata por Harter.®

Revelou-se que, no original, ndo foi utilizado “as avessas” mas “oposto”

entgegen, porém na substancia, a “demonstra¢ao” nao tornou-se melhor:
“A grandeza negativa esta oposta a positiva. Assim o
problema: pde -5 trés vezes oposto ou poe -5 trés vezes de
tal maneira que -5 fique cada uma destas vezes oposto,
significa exatamente 0 mesmo como: pde +5 trés vezes, i.¢.,
+5+5+5=+15. Entéo, o produto de -5 por -3 ¢ igual a +15”
(apud HOFFMANN, 18844, p. 109).

Enquanto Hoffmann achou este original como “tudo diferente” da
primeira citagdo por Hérter, a esséncia de ser um petitio principii foi a mesma.

8 Nota rodapé do Hoffmann, Hérter (1883, p. 584).
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Na verdade, como autor revelou-se Kuno Fischer (1824-1907) um dos mais
importantes filésofos alemaes da época e um neo-kantiano.

O proprio Kuno Fischer, contatado por Hoffmann a fim de saber sua
opinido, admitiu que alteraria esta passagem do seu livro de 16gica e metafisica
na proxima edicdo (HOFFMANN, 1884a, p. 109.). Hoffmann interpretava
em Fischer a aceitacao de um elemento “qualitativo” que ele achou ser o
fundamento dos nimeros negativos. Ele confirmou no mesmo momento o seu
desprezo por “matematicos rigorosos” que ndo aceitariam esse elemento
qualitativo na matematica.

Em vez de matematicos, Hoffmann apoiava-se ainda mais em um
filbsofo, Moritz Wilhelm Drobisch (1826-1868),’ citando da obra de 16gica
dele:

“Quanto a multiplicagdo de grandezas opostas pode se
dizer, que aqui ja [...] se poe o multiplicando na qualidade

do multiplicador” (HOFFMANN, 1884a,.,p. 110).

Essa afirmacao corresponde ao remédio do século X VIII, explicado
em (Schubring 2002), de transformar um dos dois fatores num escalar.

E, praticamente no ultimo artigo do debate na revista, em 1885,
Hoffmann invocava mais um filésofo como apoio a sua posigao: Wilhelm Wundt
(1832-1920), famoso fisidlogo, psicologo e filosofo — e apresentado como
também matematico por Hoffmann. Num artigo intitulado: A proposi¢ao ab
perante um tribunal superior, Hoffmann aponta Wundt como essa suprema
instancia; ele cita da se¢do “A logica da matematica” da obra de logica dele
onde Wundt discute a multiplicagdo de nlimeros negativos e recusa que tivesse
arbitrariedade em sua definigdo. Em vez, Wundt desenvolve uma demonstracao
daregra dos sinais e afirma com “certeza” que o produto de menos por menos
deve ser mais. A argumentagdo ¢ basicamente a mesma de Fischer: uma
grandeza negativa b deve ser a vezes “revogada’ (aufgehoben) (Hoffmann
1885a, pp. 107-109).

9 Deve se admitir que Drobisch foi professor titular de matematica na universidade de Leipzig desde
1826 até 1868 quando mudou ai para a cadeira de filosofia, mas nunca fez contribui¢cdes na pesquisa
matematica; ele se restringiu a matematica elementar.
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Conflitos sobre a nocao de multiplicaciao

Porém, apoiando-se em Drobisch, Hoffmann — como ativista principal
do debate na revista ZfmnU — vé-se obrigado a entrar sempre mais
detalhadamente no problema da multiplicacdo entre duas grandezas. Ele deve
admitir que existem problemas na defini¢ao geral da multiplica¢ao e assim ele
tenta estabelecer uma nova defini¢do geral. Como esta ndo foi coerente,
Hoffmann provocou uma nova série de debates sobre a multiplicagdo entre
grandezas —e Hofmann, como editor, tentou refutar cada argumento expresso
contra suas concepgoes.

Hoffmann recusou apropriar-se da abordagem algebrizante moderna
e continuou a manter a justificacdo anterior baseada em nogdes geométricas,
i.e.,em “qualidades”, na “direcao”, e julgou legitimado conceitualizar assim
pelo texto citado do Drobisch. Ele concluiu poder melhor justificar a
multiplicagdo com niimeros negativos. Tendo de efetuar o produto entre (-4)
e (+5), e (-4) sendo o multiplicador, ele afirmou que seria mais facil decompo-
lo como (+4) (-1) e reduzindo assim a questdo “que sentido tem um
multiplicador negativo?” a questdo pretensamente mais facil “que sentido tem
amultiplicagdo por-1?”. Bem simples, segundo Hoffimann: por o multiplicando
na qualidade oposta, ou na dire¢ao oposta — assim contar desde zero no lado
negativo (HOFFMANN, 1884b, p. 275). Hoffman deduziu por meio desse

“desenvolvimento genético” uma nova definicao da multiplicagao:
Multiplicar um nimero significa po-lo como adendo tantas
vezes (entdo segundo aquela quantidade) e no mesmo tempo
naquela qualidade (relagdo), como o multiplicador o requer

(HOFFMANN, 1884b., p. 277).

Esses esfor¢os de Hoffmann mostram que ele foi obrigado, por causa
do debate, a admitir que a no¢ao da multiplicagdo tem problemas e que precisa
ser redefinida para operagdes com numeros negativos.

Hoffmann concluiu dessa sua defini¢ao que seria legitimo trocar a
“qualidade” de uma grandeza pelo escalar do multiplicador: assim, de
transformar o produto 5 x 7 kg em 5 kg x 7=35 kg (HOFFMANN, 1884b,
p.277.).

Porém, com essas “inovagdes”, Hoffmann provocou bastante protestos
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e refutagdes mesmo por professores de opinides tradicionais que retomaram
todos os antigos debates sobre a multiplicagdo de duas grandezas. Por exemplo,
foi discutido se a multiplica¢ao de dois comprimentos - 7m e 5m - seria

(7m)-(5m)=35m> ouseseria 7m>-5=35m? (RUEFLI, 1884a, p.279).

Esse professor Riiefli censurou também diretamente o editor Hoffmann
por causa de contradigdes que se concluem da sua “nova” defini¢do, em
particular da transformagao do multiplicador numa grandeza (RUEFLI, 1884b,
p- 500).

O debate desenvolveu-se sempre mais ramificado. Por um lado, um
professor que quis ficar anonimo e que assinou como “X.”, apontou outras

contradigdes no artigo do Riiefli e afirmou que (—1)-a =—a éuma definigdo,

sublinhando que quem acha que isto seria uma proposi¢ao demonstravel incorre

€m C1T0:

“Todas as pretensas demonstracdes sdo demonstragcdes
ficticias” (X., 1884, p. 591).

Por outro lado, Hoffmann respondeu num artigo com extensao de 11
paginas tentando-se defender, intitulado:

“Resposta do editor a réplica dita. Ao mesmo tempo descoberta de
um erro nas provas das proposigoes

a-(=b)=-ab
(—a)-(=b)=+ab
juntamente com um novo desenvolvimento dessas proposigoes”.
Embora nao contribuindo nova substancia, a resposta documenta o
quao acirrada foi a continuago o debate. Com efeito, falou-se do outro como

do “adversario” e criticou-se o “modo de lutar” do outro. Notavel € que aqui
Hoffmann constata um circulo vicioso na prova de

(a=b)c—d)=ac—ad —bc+bd ,

onde ja se pressupde o resultado desejado (=b)(—d)=+bd
(HOFFMANN, 1884c, p. 508).
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Conclusao

Depois de um debate de apenas dois anos apareceu um novo elemento.
Um partidario do Eugen Diihring, Hermann Mértens, enviou um extrato de
uma obra de Diihring (“Neue Grundmittel und Erfindungen”), explicando a
concepeao de Diihring sobre os nimeros negativos. Diihring ¢ bem conhecido
dos marxistas, pelo Anti-Diihring de Friedrich Engels de 1878 em que Engels
mostrou que as doutrinas economicas e filosoficas desse Katheder-Sozialist
jamais estiveram de acordo com as idéias do movimento trabalhador. Mas
Diihring ¢ também conhecido na histéria da matematica. Diihring, um sectario
doutrineiro, achou-se estar na posse da verdade absoluta e censurou e
escarneceou os matematicos de Berlim como Kummer e Weierstra3 num estilo
tao anti-académico que a universidade e o ministério se viram obrigados em
1877 a cassar de Diithrung o direito de dar aulas na universidade — com o
efeito que Diihring reclamou ser martir da luta pela verdade (BIERMANN,
1988, p. 121-125).

Neste extrato, Diithring ndo somente negou a conceitualizagdo
algebrizante, ele também negou um proprio carater matematico dos niimeros
negativos; ele somente os aceitou como numeros subtrativos, restringindo o
significado de diferencas aos valores positivos. Revela-se que Diihring voltou
nas concepgoes de Bézout na Franga do século X VIII, explicando solugdes
negativas isoladas como a indicagdo da necessidade de alterar os sinais na
equagao de origem a fim de conseguir solucoes que sejam possiveis em numeros
absolutos (MARTENS, 1884, p. 577; SCHUBRING, 2005, 121).

Hoffmann fez seguir uma resposta sua, mas € notavel que ele nao
reconhecia o carater retrogrado dessa concepgao, que teria drasticamente
reduzido os poderes da dlgebra e que ele dava somente uma justificagdo da
existéncia de nimeros negativos — mas sempre segundo a sua visao
geometrizante de constituir uma qualidade que pode ser transformada no
oposto. Hoffmann aproveitou somente a ocasido para sublinhar que o negativo
definitivamente ¢ necessario e nem arbitrario nem casual (HOFFMANN,
1884d, p. 580).
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No mesmo niimero da revista, Hoffmann advertiu, pintando um cenario
de horror das conseqiiéncias nefastas para o ensino da matematica se os
professores fossem obrigados a dizer aos alunos que a regra dos sinais € mera
convencdo: “Eu temeria ver os olhos de surpresa e de espanto dos alunos”.
Alunos inteligentes sobreviriam com perguntas: “Isso ¢ verdadeiramente
arbitrario? Nao se pode o demonstrar?”’!

Ele ndo mudou a sua concepgao segundo a qual as regras dos sinais

sdo proposi¢des indubitavelmente certas:

Elas ficam tao firmes ‘quanto uma rocha no mar’ porque as
verdades contidas sdo ‘necessarias’ e ndo ‘arbitrarias’. Onde
estd o matematico que teria ensinado desde a invengdo do
calculo com as letras que nao ¢ mas ? Nomeia-o para mim!

(HOFFMANN, 1884a, p. 111)."!
Mesmo na ultima contribui¢do do debate, Hoffmann — como
representante de um grande niumero de professores da matematica — nao

mudou sua concepgao e defendeu conceber grandezas negativas como uma
qualidade de dire¢ao oposta (HOFFMANN, 1885b, p. 192).
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