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Resumo

Neste artigo, pretende-se abordar as diferentes “personalidades” do numero racional e
o conceito de proporcionalidade, analisando as possibilidades de utilizar a Metodologia
de Ensino-Aprendizagem de Matematica através da Resolugdo de Problemas. Essa
metodologia parte do principio de que a construgdo do conhecimento pode ser realizada
a partir de problemas geradores de novos conceitos e novos conteudos. Os diferentes
significados do numero racional: ponto racional, quociente, fragdo, razao e operador sao
construtos que dependem das teorias matematicas em que se inserem e das situagdes a
que se referem na resolucdo de problemas. Serdo apresentados alguns dados que foram
desenvolvidos em cursos de formacdo continuada de professores visando a
compreensao das diferentes “personalidades” do niimero racional. Em geral, essas
“personalidades” ndo sao facilmente identificadas, por professores e alunos, razao das
grandes dificuldades encontradas durante a resolucdo de problemas envolvendo nimeros
racionais. Uma dessas “personalidades”, a razdo, fundamenta o conceito de
proporcionalidade, relevante por ser uma idéia unificadora na Matematica.
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Abstract

We address the different “personalities” of the rational number and the concept of
proportionality, analyzing the possibilities for using the Mathematics Teaching and
Learning through Problem-solving Method. This method is based on the principle that
knowledge can be constructed through the use of problems that generate new concepts
and new contents. The different meanings of rational number — rational point, quotient,
fraction, ratio, and operator — are constructs that depend on mathematical theories in
which they are imbedded and the situations that evoke them in problem-solving. Some
data will be presented from continuing education courses for teachers, aiming to contribute
to understanding regarding the different “personalities” of the rational number. In
general, these “personalities” are not easily identified by teachers and students, which
is the reason for the many difficulties encountered during problem-solving involving
rational numbers. One of these “personalities”, the ratio, provides the basis for the
concept of proportionality, which is relevant because it is a unifying idea in mathematics.

Key-words: Rational Numbers and Proportionality. Problem Solving. Teacher Education.
Introducio

Reconhece-se que ensinar bem Matematica ¢ um empenho complexo
e ndo ha receitas para se fazer isso. Nao ha um caminho tinico para ensinar e
aprender matematica e mudar nosso sistema de educagao matematica exige
criar uma consciéncia do qué, do como e do porqué na Matematica.

Os Standards (NCTM; 2000) apresentam seis principios para a
matematica escolar: Eqiiidade, Curriculo, Ensino, Aprendizagem, Avaliagdo e
Tecnologia; cinco padrdes de contetido: Niimeros e Operagoes, Algebra,
Geometria, Medida, Analise de Dados e Probabilidade, descrevendo os
contetidos que os estudantes devem aprender; e cinco padroes de
procedimento: Resolugao de Problemas, Raciocinio e Prova, Comunicagao,
Conexdes, e Representagao, realgando os caminhos de aquisi¢ao e de uso
do conhecimento do contetdo construido.

Neste trabalho, destacamos a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacao de Matematica através da Resolucao de Problemas, que abrange o
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primeiro padrdo de contetdo: Niimeros e Operacées ¢ o primeiro de
procedimento: Resolucio de Problemas, como veiculos para trabalhar
nameros racionais e proporcionalidade.

Educadores matematicos concordam que o ensino e a aprendizagem
dos conceitos relacionados aos nimeros racionais permanecem um s€rio
obstaculo no desenvolvimento matematico dos alunos. Para Ohlsson (1991),
a dificuldade associada aos niumeros racionais € de natureza semantica,
conseqiiéncia da natureza composta dos nimeros racionais. Por exemplo:
como os significados de 2 e 3, combinados, podem dar origem ao significado

2
de g ? Essa dificuldade ¢, também, conseqiiéncia de um emaranhado de

idéias, relacionadas e parcialmente sobrepostas, que circundam os nimeros
racionais. Em marcante contraste, ndo ha uma clara concordancia sobre como
facilitar a aprendizagem desses conceitos. A expressdo “diferentes
personalidades”, no presente texto, refere-se aos numeros racionais associados
aos diferentes significados que eles podem assumir, em virtude de tais idéias.
Da perspectiva da pesquisa e do desenvolvimento curricular, o problema ¢
descrever estas “personalidades” com clareza e profundidade suficientes tais
que a organiza¢do de experiéncias de aprendizagem para os alunos tenha uma
firme fundamentacao teorica.

Metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacio através da resolucio
de problemas

Vergnaud (1991, 1994) introduziu a idéia de que um campo conceitual
¢ um conjunto de problemas e situagdes necessarios ao tratamento de tipos
diferentes, mas estreitamente interconectados, de conceitos, procedimentos e
representagdes. Como exemplo ele citou o campo conceitual multiplicativo e
identificou os amplos ramos desse campo conceitual ao introduzir: multiplicagao,
divisdo, fragdes, razao, nimero racional, funcao linear e n-linear, analise
dimensional e espagos vetoriais.

O ensino dos niimeros racionais esta formando estudantes com
concepgdes demasiadamente simplistas de niumeros e operagdes sobre



82 Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 79 a 102

nimeros, e estratégias excessivamente mecanicas para resolver problemas.
Hiebert e Behr (1991) recomendam que: (a) o ensino deveria ser mais
orientado para o significado do que para o simbolo; (b) em lugar de se colocar
o conhecimento como um pacote pronto e acabado o ensino deveria encorajar
os alunos a construirem seu proprio conhecimento.

Segundo Van de Walle (2001), professores de matematica devem
envolver, em seu trabalho, quatro componentes basicos: (1) a valorizag¢ao da
disciplina Matematica em si mesma - o que significa “fazer matematica”; (2) a
compreensao da forma como os estudantes aprendem e constroem id€ias;
(3) ahabilidade em planejar e selecionar tarefas de modo que os estudantes
aprendam matematica num ambiente de resolucao de problemas, (4) a
habilidade em integrar a avaliacdo ao processo de ensino para aumentar a
aprendizagem, aprimorando-o no dia-a-dia.

O trabalho com numeros racionais precisa ser feito de um modo
diferente daquele em que regras de “como fazer” sdo privilegiadas. Considere-
se, entdo, um trabalho onde um problema ¢ ponto de partida e orientacao
para a aprendizagem de novos conceitos e conteudos; a construcao do
conhecimento far-se-a através de sua resolugdo. Professor e alunos, juntos,
desenvolvem esse trabalho, e a aprendizagem se realiza de modo colaborativo
emsaladeaula. (VAN DEWALLE, 2001; ONUCHIC; ALLEVATO, 2005).

Quando se faz uso da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliagdo de Matematica através da Resolugao de Problemas, ha uma forte
atividade de investigacao, tanto por parte do professor quanto por parte do
aluno e até por parte de ambos sobre o processo. O professor pesquisa
quando escolhe ou cria problemas adequados a constru¢do de novo
conhecimento sobre um determinado topico do programa, daquela determinada
série; quando seleciona, entre muitas, as estratégias mais adequadas a resolucao
daquele problema; quando planeja as questdes-chave para conduzir os alunos,
numa reunido plenaria com a classe toda, na analise dos resultados
apresentados e chega ao consenso sobre os resultados obtidos; ele pesquisa
quando prepara a melhor formalizagao dos novos conceitos e novos contetidos
construidos a partir do problema dado.

Os alunos investigam quando buscam, usando seus conhecimentos ja



Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 79 a 102 As Diferentes... 83

construidos, descobrir caminhos e decidir quais devem tomar para resolver o
problema, trabalhando colaborativamente, relacionando idéias e discutindo o
que deve ser feito para chegar a solugao.

Além disso, a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacio de
Matematica através da Resolucdo de Problemas integra uma concepg¢ao mais
atual sobre avaliagdo, constituindo-a numa oportunidade de aprender. A
avaliagdo sera construida durante a resolu¢do do problema, integrando-se ao
ensino e aumentando a aprendizagem.

Apesar de ndo haver formas rigidas de programar e colocar em pratica
o trabalho com o Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da
Resolugdo de Problemas, com o auxilio de um grupo de professores de um
Curso de Educagao Continuada, foi redigido um roteiro de atividades que
pode servir como referéncia ou orienta¢ao aos professores interessados em
trabalhar com essa metodologia. Ele considera as seguintes etapas:

* Formar grupos e entregar uma atividade.

Lembrar que, no mundo real, aprender € muitas vezes um processo
compartilhado. Progredir em direcdo a um objetivo vem através de
esfor¢os combinados de muita gente. Os estudantes precisam
experimentar esse processo colaborativo e deve-se dar, a eles,
oportunidade de aprender uns com os outros. Assim, devem-se
organizar os alunos em pequenos grupos, permitindo que sua
aprendizagem, em sala de aula, se realize, também, no contexto desses
grupos.

* O papel do professor

O papel do professor, nesta etapa do trabalho, muda de comunicador
do conhecimento para o de observador, organizador, consultor,
mediador, interventor, controlador, incentivador da aprendizagem.
O professor deve langar questdes desafiadoras e ajudar os alunos a
se apoiarem, uns nos outros, para superar as dificuldades. O
professor, ao fazer a intermediacao, leva os alunos a pensar, espera
que eles pensem, da tempo para isso, acompanha suas exploragoes
e resolve, quando necessario, problemas secundarios. As resolugdes
realizadas nos grupos devem ser apresentadas, por escrito, ao
professor.
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* Resultados na lousa
Com o trabalho dos alunos terminado, o professor, na lousa, anota
os resultados obtidos pelos diferentes grupos. Anota resultados
certos, errados, feitos por diferentes caminhos, etc.

* Plenaria
O professor chama todos os alunos para uma assembléia plena.
Como todos trabalharam sobre o problema dado, tém condigdes
de participar, juntamente com o professor, na exploragao e discussio
dos resultados.

 Analise dos resultados
Nesta fase os pontos de dificuldade encontrados pelos alunos sao
trabalhados. Outra vez surgem problemas secundarios que, se ndo
resolvidos, poderao impedir o “levar o trabalho a frente”. O aspecto
exploracao ¢ bastante considerado nesta analise.

* Consenso
A partir da analise feita, com a devida retirada das duvidas, busca-
se um consenso sobre o resultado pretendido.

* Formalizaciao
A partir do consenso, num trabalho conjunto, professor e alunos,
com o professor na lousa, fazem uma sintese daquilo que se objetivava
aprender a partir do problema ou da situacdo-problema e,
formalmente, o professor coloca as defini¢cdes, identifica as
propriedades, faz as demonstragdes, etc. (ALLEVATO, 2006;
ONUCHIC, 2004).

A maneira de implementar aulas de matematica a partir de problemas

depende, também, da criatividade e do entusiasmo do professor. Os problemas

propostos para cada aula tém que ser cuidadosamente preparados pelo
professor e novos para os alunos. Muitos deles podem ser retirados ou

adaptados das listas que os livros didaticos trazem no final de seus capitulos.

Neste trabalho apresentamos uma série de problemas visando a

construgdo das diferentes “personalidades” dos numeros racionais.

Envolvendo-se na resolucao desses problemas, os alunos participam ativamente

da construcao desses conceitos.
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Diferentes “personalidades” do niumero racional trabalhadas através
da resolucido de problemas

As diferentes “personalidades” que os niimeros racionais podem
assumir constituem campos semanticos distintos. Para compreender o
significado dos “niimeros racionais” € preciso considerar a teoria matematica
a qual eles estdo submetidos, a classe de situagdes do mundo real a que eles
se aplicam, e as relagdes entre a teoria e estas situacoes.

- Teoria
Construto Matematico .
Matematica
; A;
Refere-se a
Decisao para
aplicar a
Simbolo } ~ R Pglavra na
i Conceito < > Linguagem
Matematico
Natural
Referéncia Refere-se a
adquirida
. L Situagao do
\ v Objeto Fisico Mundo Real

A relacio entre significado matematico e significado aplicacional
(OHLSSON, 1991, p. 62)

Muitas situagdes do mundo real exigem o conhecimento de nimeros
racionais: medir a quantidade de farinha necessaria para fazer um bolo, cortar
um pedaco de tecido para fazer uma blusa ou calcular a probabilidade de
ocorrer um evento. Além disso, historicamente, o desenvolvimento dos niimeros
racionais fornece um meio de se fazer a transi¢ao da contagem para a medida.
Como a Matematica continua a desenvolver-se como uma disciplina, outros
usos para os numeros racionais poderdo ser encontrados. A teoria da
probabilidade formulada por Blaise Pascal e Pierre de Fermat, durante o século
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XVII, e a geometria dos fractais, formulada por Benoit Mandelbrot, no século
XX empregam nimeros racionais. (BOTTA, 1997; ONUCHIC; BOTTA,
1997; ONUCHIC; BOTTA, 1998).

Sabe-se que o conjunto dos numeros racionais, denotado por Q, é
apresentado por meio de uma relagao entre seus elementos:

Q :{x :%,a,be Zb# o}

Observa-se que aqui foi dito que todo niimero € racional quando pode

a
ser escrito na forma E ,com a e b inteiros e b¥ 0, embora haja, em alguns
livros didaticos, a exigéncia adicional da irredutibilidade de a e b.
A propriedade estrutural que permite ampliar o conjunto dos niimeros

inteiros Z para o conjunto dos niimeros racionais Q garante que, para qualquer

numero inteiro n, n # 0, existe um niimero — , inverso multiplicativo de n, tal
n

1 n

n—=—=1,
quen. =

Reys e Barger (1994) relatam que uma professora de 6° série perguntou

a seus alunos “o que cada um deles poderia dizer sobre g” Eles fizeram

varias afirmagodes diferentes, como estas: *¢ uma coisa parecida com metade;

, . 1 2
¢ menor do que 5 ; *¢ maior do que Z; ¢ 0 dobro de g; eduas vezes g
quase faz um todo; *pode-se dizer que ele vale 0,4; «¢ uma fragao propria; ¢

8
o mesmo que 40%; *¢ um nimero racional; *¢ o mesmo que %; -segunda-

2
feira e ter¢a-feira fazem 3 de nossa semana escolar.

Esses estudantes manifestaram um bom sentido para nimeros racionais,
relacionando-os com suas proprias experiéncias, criando extensoes para elas,
exibindo um sentido para tamanho e significado, além de uma variedade de

expressoes associadas a 5
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A professora deu oportunidade aos estudantes para coletar e verbalizar
seu conhecimento, ouvir os outros e construir sobre suas idéias, e criar suas
proprias representagoes. Este procedimento € consistente com a metodologia
de ensino aqui sugerida, onde o problema € ponto de partida para a constru¢ao
de novos conceitos.

Apresentaremos, a seguir, problemas geradores das diferentes
“personalidades” dos niimeros racionais.

v’ Ponto racional
) ) 2 7 -3
Problema 1: Localizar os numerosE, g € E nareta.
R : L :
. 0 2 1 2
3
R | I I N I N A R |
| | | |
| 0 1 7 2 -
5
R Ll Lyl | |
| b | | |
el 3 1 2

10
Este problema oferece aos estudantes a oportunidade de trabalhar

com a “personalidade” do nimero racional chamada ponto racional: todo

a
numero racional 7~ ocupa um ponto bem definido na reta e, reciprocamente,

b

atodo ponto racional da reta corresponde um niimero racional.

Estudantes e professores em cursos de formacao, ao resolverem esse
problema, em geral fazem a divisdo dos termos constituintes dos nimeros
racionais dados, a fim de obter uma aproximagao decimal antes de localizar o

2
ponto na reta: para 5 utilizam a aproximacao 0,6 ou 0,66 ou, ainda, 0,666,

etc. E preciso, nesse momento, que se lhes reforce que 3¢ 0,6, ou as outras
aproximagoes, ndo correspondem ao mesmo ponto. E preciso que

compreendam que 3= 0,666... ,uma dizima periddica simples cuja fracao

2
geratriz ¢ E
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v Quociente

Problema 2: Trés pizzas devem ser divididas igualmente entre cinco pessoas.
Quanto de pizza cada pessoa comera?

a
Neste caso, B:a+b’ comabeZ ¢ b#0.
a a+b a=+b
A Ty 1
Entao 3pizzas significa 3 pi |5 pois 3pi 5 3 ni
D - =3 pi
Spessoas 8 pl L—’i— 5pe pe p
3pt
o =P
5pe
Geometricamente fica

DD

Esta “personalidade” ¢ chamada quociente e seu significado ¢
percebido quando um numero de objetos precisa ser repartido
igualmente num certo nimero de grupos. Ela aparece mais freqiientemente
nas aplicagdes do que as outras e se refere ao uso dos numeros racionais
como solu¢ao para uma situagao de divisao.

Esta “personalidade” esta submetida a teoria da fun¢ao quociente e,
aqui, a barra fracionaria ¢ um simbolo para esta fungao,

x/y = quociente(X, y), comumente escrito como X +y
em que o dividendo x e o divisor y simbolizam seus argumentos. Assim, ao
indicar o quociente 3 coma notacao “barra fracionaria”, reforga-se o fato de
que em Q todas as 3ivisées tém resto zero. Ohlsson (1991) destaca que a
teoria da fungdo quociente se aplica a descri¢ao de muitos fendmenos no
mundo real, incluindo processos de particdo, extracao, encolhimento e
dedugao.
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v Fracao

Problema 3: Jo, Pat e Cris resolveram fazer um piquenique e
combinaram levar sanduiches para o almogo. J6 levou 3 sanduiches, Pat levou
2 e Cris se esqueceu do combinado e nao levou nenhum. Assim, resolveram
repartir os sanduiches que tinham levado igualmente entre as trés, mas cobraram
de Cris RS 5,00 por sua parte. Que parte dos R$ 5,00 recebeu J6? E Pat?

Quando esse problema ¢ apresentado aos alunos, ap6s algum tempo
dado para a sua resolucao, pede-se, um a um, a resposta obtida. Com
freqiiéncia a maioria responde que, dos R$5,00, R$3,00 vao para J6 ¢ R$2,00
para Pat. Isso reflete que a maioria das pessoas foi levada a reconhecer os
numeros contidos no problema e buscar uma possivel operagao sobre eles.
Nossa posi¢ao ¢ questionar os resolvedores do problema: Que Matematica
justificaria essas respostas?

Fagamos uma representacao pictorica da situacgao:

Seja I:I:I:I a representagcdo de um sanduiche repartido igualmente entre

. . 3
as trés meninas, onde 1= 3

I:I:I:I Entdo, 5 sanduiches sdo iguais a % de sanduiche.

I:I:I:I Pat levou 2 sanduiches, portanto g de sanduiche.

Como as 15 partes foram divididas igualmente entre as 3 meninas,

Jo levou 3 sanduiches, portanto % de sanduiche.

5
cadauma comeu E de sanduiche. Entdo J6 comeu E de sanduiche e ofereceu

4 5 1
aCris 3 Pat, por sua vez, comeu 3 de sanduiche e deu a Cris 5 .Como Cris

pagou RS 5,00 por sua parte, ela pagou R$ 1,00 por cada terco de sanduiche.
Assim, a matematica mostra que J6 deve receber R$4,00 e Pat R$1,00.
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Este problema apresenta um momento onde a fun¢ao quociente aparece

5sand |3 men

é sand

3 men

Olhando o todo, 1 sanduiche, repartido em 3 partes, surge outra
“personalidade’ do nimero racional, a fracfo, que ¢ uma relacao da parte
com o todo.

5
Na fragao 3 3 é o denominador, indicando que o todo foi dividido

1
em 3 partes iguais e dando nome a essa parte: 3 (¢ lido um terg¢o); 5 € o

numerador, indicando que cinco dessas partes iguais foram tomadas: o nimero

racional 3 (¢ lido cinco ter¢os). A barra fraciondria, neste caso, funciona

como um delimitador para o numerador e o denominador.

2
Problema 4: Do meu salario gastei 5 com aluguel. Do que sobrou gastei

1
metade com alimentagdo. Da segunda sobra coloquei 3 na Poupanca.

Restaram-me R$300,00. Qual é o valor do meu salario?

Utilizando uma representacio geométrica:

[ JAluguel m

|:| Alimentacao

|:|Poupan(;a

|:|Resto do salario } RS 300,00
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Observe-se que, no problema 3, as partes se relacionavam sempre
ao mesmo todo, enquanto que neste problema 4, cada parte relaciona-se a
um todo diferente, a sobra de cada gasto. De qualquer modo, ambos referem-
se a aplicagdes de fragdo, isto €, a relagdes de partes com o todo. Pela figura

2
acima vé-se que o salario foi dividido em 10 partes iguais e que — do salario

1 10
correspondem a R$300,00. Assim, 0 vale R$150,00 e 0 todo,E , 0 salario,

¢ R$1500,00.
Numa outra abordagem, este problema poderia ser visto assim:

2
1° gasto = 5 do salario
5 . . .
12 sobra = 5 do salario — 5 do salario = 5 do salario

1 13 3
2° gasto =— (1* sobra) = _(_ do salario) = do salario
2 25 10
22sobra = do salario - do salario = do salario

1 13 1
3° gasto = 3 (2% sobra) = 3 (10 do salario) = 10 do salario

3 . 1 L2 L.
3agobra= B do salario - 10 do salario = 10 do salario
. 1 .
Se a 32 sobra, E do salario = R$300,00 entdo — do salario =
10
R$150,00 e o salario todo sera 10 do salario=R$1500,00.

Algebricamente o problema pode ser resolvido montando-se uma
equacgdo. Seja x o meu salario. Entao

x—zx—l Ex !l lgX =R$300,00
5 215 312 5

cujasolucdo é x =R$1500,00.
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Vale destacar que os niimeros decimais: decimais exatas e dizimas
periddicas simples e compostas sao niimeros racionais, pois podem ser escritos

a
na forma pocomae b inteiros e b#0. Esses nimeros nao constituem, apesar
de terem uma notagdo diferente, uma nova categoria de niumeros, mas
pertencem a mesma categoria das fragdes. Toda fragao pode ser convertida a
numero decimal dividindo-se o numerador pelo denominador. A conversao
de uma fragao a uma decimal exata ocorre quando, em sua forma irredutivel,

o denominador tiver somente os fatores 2, 5, ou 2 e 5 (Por

exemplo 3 = 0,625). Neste caso o nimero de casas decimais corresponde

ao maior numero de vezes que um desses fatores ocorre. Por outro lado a
conversao de fracdo com denominadores cujos fatores sejam diferentes de 2
e 5, apresentara decimais ndo exatas que sdo dizimas periddicas simples

(Exemplo: o1 = 0,190476). No caso em que os denominadores tenham os

fatores 2 ou 5 e um outro fator as dizimas serdao periodicas compostas

8 -
(Exemplo: 5= 0,53).

Considerando a multiplicagdo axb =c como soma de parcelas iguais,
isto ¢, 3x5=5+5+5 ou 5x3=3+3+3+3+3, onde a ¢ o
multiplicador (o que faz a agao) e b ¢ o multiplicando (o que sofre a agao)

c
a=—>b#0
. b .
vem, em correspondéncia, b= 4o due sdo operagoes diferentes. A
=—,a
a

primeira € a divisao do produto pelo multiplicando e a segunda a divisdo do
produto pelo multiplicador.
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Problema 5: Tenho 15 m de tecido.

(5.1) Quero corta-lo em pedagos de 3 metros. (5.2) Quero corta-lo em 5
partes iguais.
Qual ¢ o resultado dessas agdes? Qual € o significado de cada uma delas?
Efetuando as divisdes, sugeridas pelas duas solicitagdes, encontramos:
(5:1) ysm | 3m  Nestecasoadivisdo € quotitiva, isto €, o todo foi
dividido em cortes de 3 metros cada um e, como
0 > resultado, obtemos o nimero de partes, a quota.

Isto reflete uma situacao de fragao,

__=5’
3 a1

uma relagao parte todo.

52) 15m]| s Neste caso a divisdo € partitiva, isto €, o todo foi
dividido em 5 partes iguais e, como resultado, foi
obtido o tamanho da parte :

15m _

Isto reflete uma situagao de medida.

v’ Operador

a= E,b *0
Na multiplicagdoaXb =c < ,uma dificuldade para os

b=£,a=’=0
a

alunos se mostra quando o multiplicador se apresenta como um numero

3
racional. Por exemplo, como poderiam interpretar 5 X 159 A notagio barra

a
fracionaria b neste caso, ¢ usada para simbolizar uma classe particular de
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. a
fungdes compostas definida por b Xx=aX(x+b)=(axx)+b ondeae

b sdo constantes e x € uma expressdo numérica para alguma quantidade. A
barra fracionaria ndo € nem um simbolo funcional nem um delimitador, mas

3
um simbolo para a operagao de composi¢ao de funcdes. Entao, 5 X 15 deveria

ser interpretado como uma fun¢do composta e, assim

%xls:3><(15+5):(3><15)+5:3><3:45+5:9;

Problema 6: Represente geometricamente 3 de quatro maneiras diferentes.

Na multiplicagdo mn, onde m ¢ o multiplicador e n o multiplicando,

2
— pode ser entendido:

3
@3=2x5 @asves D) [0

(b) 2 =1X§ (uma vez %) m
(c) 2 =§><1 (% de 1) qi

[98)

3
(d)g=lx2 (1de2)
33 3 7
4

Cada um desses quatro casos constitui-se como uma situagao diferente.
A “personalidade” operador tem significado semelhante ao de
“encolher” ou “esticar”, de “reduzir” ou “ampliar”. No caso (a) anterior, o

multiplicador 2 ampliou o multiplicando 3 transformando-o em - . O

3

operador define uma estrutura multiplicativa de nimeros racionais.
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v’ Razio

Problema 7: Duas jarras iguais contém misturas de alcool e 4gua nas

3 : L
razdes de 5 (trés para cinco), na primeira jarra e 7 (trés para sete) na segunda.

Juntando-se os conteudos das duas jarras qual serd a razio entre alcool e
agua na mistura resultante?

Neste problema ¢ importante observar que as jarras comportam
quantidades iguais, ou seja, 0 volume V  dajarra 1 € 0 mesmo que o da jarra

2 (V,). Suponhamos, por sugestdo da razio 3 que este volume V =V =V

seja de 8/ (poder-se ia supor qualquer outra quantidade).

Se 7 ¢ arazao da mistura na jarra 2, estes 8/ sao formados por 10

partes de 0,8/ cada, das quais 3 partes = 2,4/ sdo de alcool e 7 partes = 5,6/
sdo de agua.
2,41 alcool
5,61 agua °
Se V +V =16/, dos quais 5,4/ sdo de dlcool (3/dajarra 1 +2,4/ da
jarra 2) e 10,6/ sdo de dgua (5/ dajarra 1 + 5,6/ da jarra 2), a razdo entre
541 54 27

10,61 106 53

Assim, para a jarra 2, tem-se a razao

alcool e 4gua na mistura final serd ou, com outra notagao

para arazdo, 27: 53.

Ohlsson (1991) afirma que a multiplicagao, concebida como um
produto cartesiano, mostra a razao como uma declividade vetorial e, assim,
como vetores binarios, razdes podem ser adicionadas como pares ordenados:

(3;5)+(2,4;5,6)=(5,4; 10,0)

A figura abaixo mostra no plano cartesiano a adi¢do das razdes
consideradas como os vetores (3;5) e (2,4;5,6), cuja resultante, obtida pela
regra do paralelogramo, ¢ a razdo (ou vetor) (5,4;10,6):
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Utilizando a notagdo “barra fraciondria” esta expressao seria escrita:
3 N 2,4 _ 5,4 _ 27
5 56 10,6 53

Observe-se que esta adi¢ao nao € realizada como adigao de fragoes,

onde o0 uso do minimo multiplo comum seria necessario. Nem poderia ser,

27
uma vez que este nimero racional 530 uma razio, foi obtido através da

adicao de razdes.

Este problema foi discutido por Botta (1997, p.105), a partir dos
estudos sobre razoes e proporg¢des realizados no artigo de autoria de Behr,
Harel, Post e Lesh (1992). Botta (1997) afirma que “‘com fragdes realizamos
todas as operagdes aritméticas: adi¢ao, subtracao, multiplicacdo, divisao,
potenciagao, radiciagdo e logaritmagao™ (p.105). E questiona: “Que operagdes
podemos fazer com razdes?”. Razao ¢ um numero. Se razdes sao numeros,
onde os localizamos na reta numerada, como fazemos com todos os tipos de
numeros estudados?

Razio ¢ uma comparaciao multiplicativa entre duas grandezas,



Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 79 a 102 As Diferentes... 97

a
denotada por b =a:b (g estd para b), em que a é denominado antecedente

e b ¢ denominado conseqiiente. As propriedades da razdo sio
fundamentalmente diferentes daquelas da fracao.

O conceito de razao ¢ relevante porque fundamenta o conceito de
proporcionalidade, que ¢ uma idéia unificadora na Matematica (EUA; 1992),
pois € um conceito que “liga” diversos ramos da matematica escolar, como
medida, estatistica, aritmética, fun¢des, dlgebra e geometria. Da
proporcionalidade derivam outros importantes conceitos e conteudos: regras
de trés, divisdo em partes proporcionais, quantidades intensivas, misturas,
porcentagem, taxas, juros, descontos, escalas, estimativas populacionais,
variagdo direta, variacdo inversa, razoes trigonométricas, semelhanga de
triangulos, probabilidades, etc. O conceito de proporcionalidade esta presente
nao apenas na Matematica, mas, também, em outras areas do conhecimento.
Em Fisica, no estudo da densidade, da 6tica, da velocidade; em Quimica, no
estudo de equivaléncias quimicas; em Artes, na ampliagdo e reducao de figuras;
em Geografia, na interpretacao das escalas de mapas;...

v Proporcionalidade
Problemas 8:

(8a) Teresa e Julia correm numa pista a mesma velocidade. Teresa comeca
primeiro. Quando ela tinha acabado a nona volta, Julia acabara a terceira.
Quando Julia completou 15 voltas, quantas voltas havia dado Teresa?

(8b) Se com 3 dolares podiam-se comprar duas libras esterlinas, quantas
libras se poderiam adquirir com 21 d6lares?

No problema (8a), um dado essencial ¢ que as atletas correm a mesma
velocidade. Assim, a partir da terceira volta de Julia, onde a diferenca entre
elas era de 6 voltas, essa diferenca se mantém nas demais voltas. Assim,
quando Julia tiver terminado 15 voltas, Teresa tera terminado 21 voltas. A
comparag¢do entre essas duas grandezas ¢ aditiva, ndo se configurando,
portanto, uma situagao de proporcionalidade.
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No problema (8b), porém, ¢ nitida a comparagao multiplicativa

existente entre as duas grandezas, dolares e libras. Logo, ha proporcionalidade
. 2 x
e ¢ legitimo escrever 301

Vale, entdo, o produto cruzado e

2.21=3x >42=3x=>x=14

Numa primeira leitura, os dois problemas podem parecer semelhantes.
Em ambos ha trés dados conhecidos e um desconhecido. Sua estrutura parece
conduzir auma propor¢ao mas, como vimos, ha uma diferenga profunda entre
eles.

Em cursos e oficinas de trabalho para a formagao de professores e
mesmo para estudantes, em sala de aula, quando propostos propositadamente
os dois problemas, simultaneamente, constata-se com freqii€ncia que, para a
questao (8a), os resolvedores fazendo

Jalia acabou a 32 volta 3 voltas de Teresa.

{Teresa acabou a 9° volta N { A cada volta de Julia correspondem
assumiram a comparacdo multiplicativa e utilizaram a idéia de
proporcionalidade fazendo

9 x

315
Afinal, eles tinham trés quantidades conhecidas e uma desconhecida

e, fazendo o produto cruzado, chegaram a
135=3x e x=45,

nao percebendo que, com essa condi¢cdo, ao completar 15 voltas,
Julia teria acrescentado 12 voltas ao seu percurso, enquanto que Teresa teria
acrescentado 12x3=36 voltas as 9 voltas ja percorridas, totalizando 45. Nesta
questdo ndo ha proporcionalidade pois a comparacao entre as grandezas €
aditiva.

Ja na questdo (8b) ha proporcionalidade, a comparagao ¢
multiplicativa.

O fato de que muitos aspectos de nosso mundo operam de acordo
com regras proporcionais torna as habilidades de raciocinio proporcional
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extremamente Uteis na interpretagao dos fenomenos (POST; BEHR; LESH;
1994). Entretanto, a aquisi¢ao de tais habilidades na populacao em massa,
nao somente tem sido insatisfatoria, mas ha evidéncias de que um grande
segmento da sociedade nunca as adquire.

Fazer operagdes mecanicas com propor¢des nao significa
necessariamente compreender as idéias subjacentes ao pensamento
proporcional. A compreensdo de proporcionalidade ¢ um ponto critico no
desenvolvimento mental. O raciocinio proporcional tem sido considerado como
ponto crucial do ensino elementar e a pedra angular da dlgebra e do que vem
depois (LESH, POST, BEHR, 1991). A habilidade em raciocinar
proporcionalmente foi uma marca da distingao de Piaget entre os niveis de
pensamento concreto € operacional formal. (VAN DE WALLE, 2006)

Consideracoes finais

Nosso objetivo, neste trabalho, € o de apresentar e analisar as diferentes
“personalidades” dos nimeros racionais, assim como o conceito de
proporcionalidade. Para isso, sugerimos que esses conceitos sejam trabalhados,
em sala de aula, a partir de problemas geradores. Acreditamos que, utilizando
a Metodologia de Ensino-aprendizagem-avaliagdo de Matematica através da
Resoluc¢ao de Problemas, a constru¢ao de conhecimentos relacionados a esses
conceitos se realize de forma mais significativa e efetiva pelos alunos.

Nossas experiéncias, em oficinas de formagao de professores em que
esta forma de trabalho foi implementada, tém mostrado que as diferentes
“personalidades” dos numeros racionais muitas vezes sao desconhecidas, ou
mal compreendidas, ou ignoradas ou trabalhadas apenas superficialmente em
sala de aula. Nao raro, razdes sao consideradas como fragdes, uma vez que,
a partir de seu simbolo, a notagdo barra fracionaria, induzem a um tratamento
semelhante. E necessério que se tenha um real conhecimento e que se reflita
cuidadosamente sobre suas diferencas.

Nao se trata de apresentar nomes (ponto racional, quociente, fracao,
operador, razao), muito embora a nomenclatura matematica seja, em muitos
casos, de extrema relevancia. O fundamental ¢ permitir que os alunos
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desenvolvam compreensdes sobre estes conceitos, dando-se-lhes a
oportunidade de encontrar os diferentes significados dentro de uma variedade
de problemas. Na terceira se¢ao, notamos varios desses significados nas
respostas dos alunos a questao da professora: “O que vocés podem me dizer

2
arespeito de 5 7

Em particular, as proporgdes estao presentes em muitas situagdes do
dia-a-dia e do mundo. Curcio e Bezuk (1994) afirmam: “As solugdes de
muitos problemas envolvendo medidas, geometria, algebra, probabilidade e
estatistica requerem o conhecimento de, e a facilidade com, ntimeros racionais
e proporgoes” (p.2).

A natureza do mimero muda enquanto nos movemos de “adicionar e
subtrair” para “multiplicar e dividir” nimeros inteiros; e muda, mais ainda,
quando passamos das operagdes com inteiros para as operagdes com niimeros
racionais.

Os estudos ja realizados nesta linha mostram que ndo hé consenso
absoluto sobre quais sao as “personalidades’ dos ntimeros racionais (BOTTA,
1997). Porém, todos concordam que a exploracdo desse conhecimento
construido com os alunos leva tempo. E preciso que nos conscientizemos da
importancia de um trabalho sério com niimeros racionais e proporcionalidade,
que leve a consolidagao de conhecimento essencial, tanto conceitual quanto
procedimental.

Referéncias

ALLEVATO, N.S.G. Trabalhando com Padrdes e Introduzindo Contetidos Matematicos
através da Resolugdo de Problemas. In: EEMAT, 4., 2006, Macaé. Anais do IV
Encontro de Educacio Matematica do Estado do Rio de Janeiro. Macaé: SBEM-RJ,
2006.

BEHR, M. J.; HAREL,G;; POST,T.; LESH, R. Rational Number, Ratio and Proportion. In:
GROUWS, D. A. Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning.
New York: Macmillan Publishing and Company, 1992. p.296-333.

BOTTA,L.S. Nimeros racionais e raciocinio proporcional: consideracdes sobre
ensino-aprendizagem. 1997. 185f. Dissertagcao (Mestrado em Educa¢do Matematica) -
UNESP, Rio Claro, 1997.



Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 79 a 102 As Diferentes... 101

CURCIO,F.R.; BEZUK,N.S. Understandig rational numbers and proportions. In:
Curriculum and evaluation standards for school mathematics addenda séries. Grades
5-8. Reston: NCTM, 1994.

EUA. Department of Education. Mathematics Framework for California Public
School. Sacramento, California: Department of Education, 1992.

HIEBERT,J.; BEHR,M. Introduction: capturing the major themes. In: HIEBERT,J. &
BEHR,M. (Eds.). Number concepts and operations in the middle grades. 3 ed. Reston:
NCTM, 1991.p.1-18.

LESH,R., POST,T., BEHR,M. Proportional reasoning. In: HIEBERT,J. & BEHR,M.
(Eds.). Number concepts and operations in the middle grades. 3. ed. Reston: NCTM,
1991.p.93-118.

NCTM. Principles and Standards for School Mathematics. Reston, VA: National
Council of Teachers of Mathematics, 2000.

OHLSSON, S. Mathematical Meaning and Applicational Meaning in the Semantics of
Fractions and Related Concepts. In: HIEBERT,J. & BEHR M. (Eds.). Numbers
Concepts and Operations in the Middle Grades. 3.ed. Reston: NCTM. 1991.p.53-92.

ONUCHIC,L.R. A Resolugdo de Problemas e o trabalho de ensino—aprendizagem na
construgdo dos nimeros e das operagdes definidas sobre eles In: ENEM, 8., 2004,
Recife. Anais do VIII Encontro Nacional de Educa¢io Matematica. Recife: UFP, 2004.

ONUCHIC,L.R.; BOTTA,L.S. Uma nova visdo sobre o ensino ¢ a aprendizagem dos
numeros racionais. Revista de Educa¢ao Matematica— SBEM-SP, Sio José do Rio
Preto/SP, ano 5,n.3, p.5-8. 1997.

ONUCHIC,L.R.; BOTTA,L.S. Reconceitualizando as quatro opera¢des fundamentais.
Revista de Educa¢io Matematica— SBEM-SP, Sdo José do Rio Preto/SP, ano 6, n.4,
p.19-26.1998.

ONUCHIC, L. R.; ALLEVATO, N. S.G. Novas reflexdes sobre o ensino-aprendizagem
de matematica através da resolugdo de problemas. In: BICUDO, M.A.V.; BORBA, M.C.
(Org). Educacao Matematica - pesquisa em movimento. 2.ed. Sdo Paulo: Cortez, 2005.
p.213-231.

POST,T.R.; BEHR,M.J.; LESH,R.A proporcionalidade e o desenvolvimento de no¢des
de pré-algebra. In: COXFORD,A F. & SHULTE,A.P.(Org.). As idéias da algebra. Trad.
H. H. Domingues. Sao Paulo: Atual, 1994. p. 89-103.

REYS,B.; BARGER,R. et al. Developing Number Sense in the Middle Grades. Reston:
NCTM, 1994.



102 Bolema, Rio Claro (SP), Ano 21, n° 31, 2008, p. 79 a 102

VAN DE WALLE,J.A. Elementary and Middle School Mathematics. New York:
Longman, ed.4,2001.

VAN DE WALLE,J.A; LOVIN,H.L. Teaching Student-Centered Mathematics. New
York: Pearson, 2006.

VERGNAUD, G. Multiplicative structures. In: HIEBERT,J. & BEHR,M. (Eds.). Number
concepts and operations in the middle grades. 3. ed. Reston: NCTM, 1991. p. 141-161.

VERGNAUD, G. Multiplicative conceptual Field. What and Why? In: HAREL;G. &
CONFREY;G. (Eds.).The development of Multiplicative Reasoning in the learning of
Mathematics. NY: Suny Press. 1994.p. 4-41.

Aprovado em outubro de 2007
Submetido em abril de 2007




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


