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Resumo

O estudo tem como foco o processo de elaboracdo do pensamento conceitual de
potenciagao de niimeros fraciondrios por parte de um grupo de catorze alunos da 7 série
do Ensino Fundamental, com treze anos idade, que aceitaram espontaneamente o convite
para participar do projeto. A base de analise, a luz da abordagem histérico-cultural, foi a
execuc¢ao, pelos estudantes, de uma sequéncia de ensino que lhes foi proposta, conjunto
de situagdes organizadas com atencdo aos principios e as nogdes logico-matematicas
do conceito de potenciacdo produzidas historicamente, com énfase na ideia de sequéncia
que tem a unidade como termo de referéncia. Os dialogos conceituais promovidos pelas
situagdes de ensino apresentadas foram subsidiadoras decisivos para que os alunos
percebessem que a potenciacao de numeros fracionarios demanda: uma nova escrita da
fra¢do; a inversao dos termos da fracdo (numerador e denominador) na transformagao
de expoente positivo em negativo e vice-versa; a adocao de procedimentos aritméticos,
geométricos, algébricos e mentais para determinar um termo consequente ou antecedente
de uma sequéncia de base fraciondrio.
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Abstract

This study focus on the process of elaboration of the concept of fractional numbers
potenciation by a group of 14 primary school students (7th grade), thirteen year-old.
Based on the historical, cultural perspective, we propose a teaching sequence, a group
of situations organized according to the logic-mathematical principles and notions on
the concept of potenciation historically produced, with an emphasis on the idea of
sequence having unity as the term of reference. The conceptual dialogues created in the
teaching situations were decisive to show the students that fractional numbers
potenciation demand: a new writing of the fraction; the inversion of the fractional terms
(numerator and denominator) in the transformation of positive exponent into negative
and vice-versa; the use of arithmetic, geometric, algebraic, and mental procedures in
order to determine a consequent or antecedent term in a fractional base sequence.

Keywords: Concepts. Potenciation. Fractional Numbers. Historical-Cultural Approach.
O contexto do estudo e seu referencial

A praxis da docéncia e pesquisa relacionada a Educagdo Matematica
foi marcada pela ansiedade em contribuir para a superacao da indiferenca
dos alunos durante as aulas ¢ o mal-estar de muitos deles em relagao a
matematica. Cumplicidade e compadecimento com a situagao desprivilegiada
dos estudantes foram propulsores de reflexdes que levaram-me a constitui¢ao
de idearios que caracterizaram fases distintas do processo de entendimento
das multiplicidades de relagdes envolvidas nas atividades humanas de ensinar
e aprender matematica. Num primeiro estdgio de vivéncia docente,
caracterizado pela vontade de acertar, a convicgao era de que a saida estava
numa forma de “explicar o contetido”. Em seguida, o entendimento passou
ser a construgao e utilizagao de materiais didaticos como forma de “prender a
atencdo” dos alunos. O terceiro estagio foi inspirado pela elaboragao de
alternativas metodologicas, com a crenga de que elas seriam a solugdo para o
desinteresse pelas aulas de Matematica. Finalmente, a fase marcada pela
compreensdo de que a atengao discente como finalidade para as criagdes
pedagdgicas revelava ingenuidade, pois ela ndo € algo que se adquire num
momento exclusivo em func¢ao de uma acao escolar.

A boa vontade revelava uma concepg¢ao de educacdo que
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supervalorizava as técnicas de ensino em detrimento da compreensao da
natureza do ensino, da aprendizagem e da matematica. Volta-se a adogao de
“metodologias de ensino” que negligenciam a andlise e a formacao de conceito
matematico constituido de significado e sentido para o aluno.

A tomada de consciéncia da singeleza dos esforgos para envolver os
alunos nas aulas de Matematica surgiu do pressuposto da abordagem historico-
cultural ao dizer que a aten¢do humana € uma caracteristica do desenvolvimento
intelectual e ocorre articuladamente com o processo de formacao do
pensamento conceitual. Por exemplo, na adolescéncia, Vygotski? (1996) diz
que a atengao esta duplamente vinculada a fungdo do conceito: primeiro porque,
ao atingir certo nivel de desenvolvimento, ela constitui uma premissa
indispensavel para o pensamento em conceito; este, por sua vez, indica que a
aten¢do atingiu um estagio superior. Vygotski (2001) também alerta que isso
ocorre pela necessidade de articulagdo de um conceito e outro — sistema
conceitual —, que € uma das caracteristicas do processo de desenvolvimento
das fungdes psicoldgicas superiores, entre elas a aten¢ao voluntaria.

Com a inteng¢ao de contribuir para a reflexao sobre o processo de
elaborac¢ao de conceitos matematicos, envolvi-me em trés estudos, com foco
na ideia vigotskiana de sistema conceitual, especificamente o da potenciagao.
A opgao por estudar o processo de ensino e de aprendizagem do referido
sistema conceitual foi instigada pelas constantes interrogacdes, tanto pessoais
quanto dos alunos do ensino fundamental e de graduagao, sobre o raciocinio
gerador da sintese histdrica: “todo nimero elevado a zero ¢ igual a 1. Qual
o professor de Matematica que nao foi interpelado com tal pergunta?

As repostas que se apresentaram, entre os anos de 1980 e 1990 —
nos livros didaticos, em cursos de especializagao —nao foram convincentes
nem acenaram para as possibilidades de elaboracao de uma sequéncia de
ensino a fim de que os alunos compreendessem as peculiaridades logicas da
referida produgao cientifica. Os educadores matematicos respondiam-me de
forma coincidente com aquelas encontradas nos livros didaticos: “por
conven¢ao” ou “pela propriedade de divisdo de bases iguais”. Por sua vez, os
matematicos também eram taxativos: “por defini¢ao”.

' As referéncias Vygotski e Vigotski que aparecem em todo o texto conservam a escrita das obras
citadas.
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A naturalidade com que respondiam causava-me espanto por duas
razdes. Primeiro, porque era uma espécie de senso comum entre professores
do ensino fundamental e parecia que nossos interlocutores de sabedoria
superior pensavam que desconheciam as suas justificativas. Segundo, porque
as respostas dadas pela academia, quando levadas a sala de aula, ndo satisfaziam
os alunos. Certa ocasido, o diretor da escola alertou-me de que os alunos nao
estavam convencidos desse tipo de explicagdo para a poténcia de expoente
zero. Na verdade, eles queriam saber que raciocinio elaborado historicamente
levou aquela sintese, nao so6 por propriedade ou definicdo, mas explicada
pelaideia de multiplicacdo de mesmos fatores como os demais expoentes
iguais ou maiores que dois. Ou como me disse um aluno: “Nao precisa ser
multiplicacdo, pois parece impossivel, mas tem que sair dali”.

A partir de entdo (segunda metade dos anos 1980), a epistemologia
do conceito de potenciagao, entre outros, passou ser o alvo. Na época, sem
muitas credenciais interpretativas, recorri a literatura sobre historia da
matematica Eves (1995), Boyer (1996), Ribnikov (1987), Ifrah (1997) e ndo
encontrei referéncia explicita que tratasse da questao.

Focado nessa problematica, deparei-me com dois fatos que foram
determinantes para uma resposta, nao decisiva, um pouco mais convincente.
Um deles, oriundo da observagao de uma crianga de sete anos de idade que
brincava com palitos de fosforo e dizia que inventara um jogo. Tratava-se de
uma sequéncia de montes de palitos, com a condigdo que o inicial tinha apenas
um: a partir dai, a regra de constituicdo dos demais era que cada um deles
deveria ter, nas palavras da crianca: “dois de antes; o de antes e outro de
antes.” A figura a seguir traduz a sequéncia montada pela crianga:

Ao analisar os montes e proceder a contagem em cada um deles, foi
possivel perceber que se tratava de uma sequéncia de poténcias de dois: 1, 2,
4,8, 16,32, ... Algo ainda era confuso para mim e a situagdo apresentada
ainda ndo era indicac¢@o que poderia esta ali pistas plausiveis ao problema em
questdo. Em seguida, a crianga diz: “Eu consigo bastante jogo. Tem que
comegcar sempre do um. Dai ¢ tudo trés de antes; ¢ tudo quatro, quando o
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jogo é do quatro”. Pega os palitos e passa a construir as sequéncias:

Naquele momento, ano de 1988, o jogo da crianca e as inferéncias
extraidas da historia da Matematica deram-me subsidios para a elaboracao
de algumas ideias ou significacdes a respeito do conceito de potenciagao.
Uma delas ¢ de que a sua caracteristica fundamental ¢ a sequéncia em
progressao geométrica, em que a referéncia inicial ¢ a unidade e, a partir do
termo seguinte e dos subseqiientes, surge o principio definidor da base, isto ¢,
cada termo ¢ tantas vezes o anterior. Assim, os jogos dos palitos da crianca
poderiam ser traduzidos, respectivamente, por: 2°,2!,22, 23,24 _; 39, 31,32,
33, ..;4% 41 42 e5° 5! 52... Dessa forma, passei a admitir que 2°= 1
porque nenhuma vez apareceu agrupamento de dois, tendo apenas a unidade,
elemento inicial de referéncia; 3°= 1 indica que ainda nao houve agrupamentos
de trés; 0 mesmo ocorre para os demais numeros com expoente zero.

Desde entdo, adotei os “jogos da crianga”, a arvore genealdgica na
relagdo filho-pais, a relagao quantidade de dobras e partes de uma folha de
papel e tantas outras, como situacao de analise no processo de elaboracao
do conceito de potenciagdo. Os alunos ndo faziam obje¢des. A ideia da
sequéncia foi apresentada em oficinas de eventos de Educagcdo Matematica,
em cursos de capacitagdo de professores e especializagdo, que contribuiram
para aprofundamentos de ordem pedagdgica e epistemologica.

Os estudos continuaram com a expectativa de sistematizar um
referencial que respaldasse teoricamente a explicag@o originaria do jogo dos
palitos e as demais operacdes didaticas. Este € o segundo fato, mencionado
anteriormente, que contribui para a constru¢ao da resposta aos questionamentos
sobre a poténcia de nimero de expoente zero. Entretanto, ndo foi a matematica
que, inicialmente, forneceu os subsidios suficientes para a fundamentagao
necessaria, mas os proficuos e, as vezes, solitarios estudos sobre a abordagem
historico-cultural. Entre tantas teses sobre o desenvolvimento de conceitos
cientificos, por parte do ser humano, vale citar:
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E muito estreito e interessante o vinculo entre os diversos
conceitos. A reciproca inter-relagdo e transferéncia dos
conceitos, que ¢ um reflexo da reciproca transferéncia e
vinculagdo dos fendmenos da realidade, traz por
consequéncia que cada conceito surge relacionado com
todos os restantes e uma vez formado vem a determinar,
por assim dizer, seu lugar no sistema de conceitos

anteriormente conhecido. (VYGOTSKI, 1996, p. 71).

Portanto, foi a ideia de sistema conceitual que deu pista para
entendimento de que a potenciagdo tem vinculos estreitos ndo s6 com a
multiplicagcdo, como também contagem, adi¢do, progressao, exponencial e
logaritmo, entre tantos.

Outro pressuposto historico-cultural que deu base para esse achado
foi buscado na proposi¢ao de Davydov (1998), que estabelece como objetivo
do ensino escolar o desenvolvimento do pensamento teorico em detrimento
do pensamento empirico. Para o autor, o pensamento empirico tem sua
importancia na vida cotidiana, porém aparece “obstaculizando o caminho”
quando se pretende que o aluno entenda bem o conhecimento teorico.

Esse olhar conduziu a literatura matematica em busca da significagdo
teorico-cientifica do conceito de potenciagdo. Eves (1995), Boyer (1996) e
Maor (2003) contribuiram para a inferéncia de que a base tedrica do referido
conceito € o logaritmo, por ser o maior nivel de sistematizag¢@o do sistema
conceitual. Maor (2003) salienta que a criagdo dos logaritmos pode se
considerada a ideia matematica que maior entusiasmo provocou na comunidade
cientifica.

Miorim e Miguel (2002, p. 28) denominam ““concepc¢ao aritmética”
quando “os logaritmos sdo concebidos como classes particulares de nimeros
sequenciados aritmeticamente e que estdo em correspondéncia com outras
classes particulares de nimeros sequenciados geometricamente”.

Os referidos autores dizem que Napier, precursor da sistematizacao
cientifica do conceito de logaritmo, ao fazé-la com a nocao de sequéncia,
apresenta-a em sua forma geométrica que, por sua vez, envolve cinematica,
aritmética, fungao e trigonometria:
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geométrica, porque o logaritmo ndo apareceria como um
numero puro, mas como a medida de um segmento de reta;
cinematica, porque a situagdo usada para descrever tal
conceito envolvia a coordenag¢do de dois movimentos;
aritmético, porque 0 mesmo conceito era expresso por meio
do relacionamento entre duas sequéncias de nimeros, uma
geométrica e outra aritmética; funcional, porque a situagéo
cinematica envolvia uma grandeza variando em fungéo de
outra; ¢ trigonométrica, porque Napier se propds a
determinar, ndo os logaritmos de segmentos de reta
genéricos, mas os logaritmos de segmentos de reta
representativos dos senos de certos angulos. (MIORIM;

MIGUEL, 2002, p. 50).

A potenciagdo, com as ideias de sequéncia (aritmética e geométrica)
e relacdo e funcao exponencial, ¢ encontrada em alguns problemas na historia
medieval da matematica. Por exemplo, Ifrah (1997) apresenta um problema
sobre 0 jogo de xadrez envolvendo Sessa, um sabio professor de matematica
e ciéncias, criador do jogo, e um rei da fndia. Também Lauand (1986) traz
um problema em que certo rei ordenou a um servo que convocasse exercito
em 30 localidades, de modo que, em cada uma delas, arregimentasse tantos
homens quantos para l4 tivesse levado.

Essas buscas foram determinantes para os estudos envolvendo alunos
do ensino fundamental na execucao da sequéncia de ensino sobre o sistema
conceitual de potenciacdo de numeros naturais, com a ideia sequéncia. O
planejamento da sequéncia de ensino para nimeros naturais nao foi dificil,
pois as situagdes e problemas mencionados anteriormente foram a base para
elaboragdo de outras situagdes. Os resultados das pesquisas (DAMAZIO,
2006; DAMAZIO; COLARES; PEREIRA, 2005) apontam que os alunos
de quarta e quinta série do ensino fundamental se apropriaram das ideias,
principios e significagdes do conceito de potenciacao, o que expandiu-se para
as nogoes de exponencial e logaritmo.

Esse contexto gerou expectativa sobre o processo de elaboragao do
sistema conceitual de potencia¢ao de nimeros fracionarios com a ideia de
sequéncia, pelos alunos do ensino fundamental. Assim, foi definido como
problema da presente pesquisa: Como ocorre o processo de elaboragdo do
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sistema conceitual de potenciacio de numeros fracionarios, por parte dos
alunos da sétima série do ensino fundamental, ao executarem uma sequéncia
de ensino-aprendizagem planejadas com base nas ideias e significacdes que
foram geradas historicamente?

O desafio que se apresentou foi justamente o planejamento da
sequéncia de ensino com base nas mesmas ideias — adotadas nas pesquisas,
mencionadas anteriormente, com nimeros naturais — de sequéncia (Progressao
Geométrica para as poténcias e Progressao Aritmética para os expoentes,
tendo a unidade como referéncia) para nimeros fracionarios. Desafio porque
teria de ser uma producao pessoal, uma vez que esse ndo ¢ enfoque dado nos
livros didaticos e na literatura concernente a educagao matematica.

As sequéncias numéricas com termos de base fracionaria,
diferentemente de quando se trata de nimeros naturais em que os termos sao
maiores que a unidade, requerem a expansao também para nimeros menores
que um. Ou seja, cada situagdo a ser analisada ou executada pelos alunos
deveria ser planejada de forma tal que a unidade fosse ponto de partida e
cada termo a sua direita e a sua esquerda representasse uma fragao de vez
(razao) do termo anterior. Depois de muito estudo, a op¢ao foi iniciar por
situacdes de analise com sequéncia de poténcia de nimeros naturais com
expoente positivo, a direita da unidade. E, a partir dela, com orientagao da
pergunta-guia, surgem os termos fracionarios a sua esquerda, que ¢
transformado em base inteira de expoente negativo.

O surgimento de expoentes inteiros relativos na sequéncia numérica
se tornou critério para estabelecer que alunos da sétima série do ensino
fundamental seriam os participes da pesquisa, uma vez que esse campo
numeérico, normalmente, tem seu locus de estudo somente na sexta série. Os
estudantes, em numero de quatorze e faixa etaria entre doze e treze anos de
idade, constituiam o corpo discente de uma Escola de Educacao Basica, situada
no sul do Estado de Santa Catarina, que explicitava em sua proposta
pedagdgica a opgao teodrica pela abordagem historico-cultural. A participagdo
deles na pesquisa se deu espontaneamente como manifestagao de aceite ao
convite do pesquisador para uma classe com trinta e seis alunos. O
envolvimento na pesquisa ocorreu com anuéncia da dire¢ao da escola e da
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professora de Matematica, bem como com a permissdo dos pais. A
participagdo aconteceu em oito encontros, um por semana com a duragao de
uma hora e meia, realizados no periodo vespertino, uma vez que estudavam
pelamanha.

Como o estudo envolveu alunos em situagao de aprendizagem, importa
trazer as ideias sobre o processo de formacdo de conceitos, segundo a
perspectiva historico-cultural. De acordo com Vigotski (2001), a aprendizagem
comega muito antes da aprendizagem escolar. Antes de aprender a aritmética
e seus algoritmos, toda pessoa elabora pensamento quantitativo, aditivo,
subtrativo e outros com teor significativo de operagdes numéricas, de forma
complexa ou ndo. Para as criangas, por exemplo, as formagdes conceituais
ocorrem por meio das relagdes sociais de brincadeiras e no convivio de
situagdes do cotidiano. O autor em referéncia alerta que o curso da
aprendizagem pré-escolar ndo tem incidéncia direta na aprendizagem escolar.
Portanto, esta ndo comega no vacuo, pois € precedida por aprendizagens nao
escolares que se constitui como uma etapa definida de desenvolvimento.

Vigotski (2001, p. 324) entende que ““a aprendizagem esté a frente do
desenvolvimento”. Por exemplo, diz que, em situacdo escolar, a apropriagao
de um conceito aritmético ndo se caracteriza com um estagio final, mas é
apenas um comego, uma vez que “a curva do desenvolvimento nao coincide
com a curva do aprendizado do programa escolar”’. Sendo assim, ¢ possivel
determinar pelo menos dois niveis de desenvolvimento intelectual: o
desenvolvimento efetivo do individuo, ou seja, o nivel de desenvolvimento
real e o desenvolvimento potencial, indicativo das possibilidades dele realizar
tarefas com auxilio de outros para, posteriormente, efetiva-las sozinho.

E no contexto tedrico da diferenca entre esses dois niveis que Vygotski
(1993) apresenta o conceito de “zona de desenvolvimento proximal” visto na
dinamicidade das rela¢des entre o individuo ¢ o ambiente social. O
entendimento desse conceito permite que o professor estude o que aluno
sabe e o que ele pode vir a aprender na interagdo entre ambos. Para Vygotski
(1996), é no periodo de maturidade sexual, fase de transigdo, que os conceitos
em processo de desenvolvimento realizam mudangas revolucionarias tanto no
contetdo quanto em sua forma. E nesse momento que ocorre a passagem do
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nivel do pensamento por complexos — que sucedeu o nivel sincrético —ao
nivel do pensamento conceitos genuinos, uma nova forma de atividade
intelectual, um novo modo de conduta e mecanismo intelectual. O pensamento
em conceitos “abre para o adolescente o mundo da consciéncia social objetiva,
o mundo da ideologia social, até entao assimilada de maneira incompleta, pois
o material cultural existente nao participa ainda ativamente em sua criagao”
(VYGOTSKI, 1996, p. 64).

Segundo Vygotski (1993), os conceitos podem ser definidos em duas
categorias: cotidianos e cientificos, que estdo inter-relacionados, porém seguem
caminhos diferentes em sua dinamica e desenvolvimento. O conceito cientifico
¢ um sistema de relagdes que o homem estabeleceu historicamente e atinge o
nivel de abstragdo com base em leis, principios, teorias e propriedades proprias.
Desenvolve-se pela linguagem e reflexo (um processo de analise e sintese),
0 que exige atencdo intencional e voluntdria daqueles que buscam sua
aprendizagem em situacdo de ensino. E independente do contexto e é
aprendido pelos alunos em situagao formal de educagao.

Os conceitos cotidianos sdo desenvolvidos na convivéncia didria com
experiéncias imediatas e nogdes intuitivas. Sao assistematicos e estao
vinculados a um contexto. De acordo com Vygotski (1993, p. 253), o conceito

cotidiano:

cria uma série de estruturas necessarias para que surjam as
propriedades inferiores e elementares dos conceitos. Por
sua vez, o conceito cientifico, depois de ter percorrido de
cima para baixo certo fragmento de seu caminho, abre espaco
para o desenvolvimento dos conceitos cotidianos,
preparando de antemao uma série de formagdes estruturais
necessarias para dominar as propriedades superiores do
conceito.

Os conceitos cotidianos se desenvolvem de forma ascendente, de baixo
para cima, em direcdo aos conceitos cientificos que, por sua vez, se
desenvolvem de forma descendente, de cima para baixo, em dire¢do aos
conceitos cotidianos.

O conceito cientifico descende se o aluno recorre as suas significagdes
para explicar de forma consciente o real da vida cotidiana. Entretanto, o carater
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consciente do conceito cientifico ndo ¢ garantido pela mera indicagao de suas
caracteristicas essenciais tais como seus atributos e sua defini¢do. E preciso
que os sujeitos recorram a eles para solucionar problemas. S6 assim, os
conceitos cientificos cumprirdo um dos seus papéis que ¢ colocar em cheque
as limitacdes e as fragilidades do conceito cotidiano (DAMAZIO, 2000).

Entretanto, um conceito nunca esta solto, mas esta reciprocamente
relacionado com outros conhecidos, o que determina “um sistema conceitual”
Vygotski (1996). O autor diz que a relagdo reciproca e a pertinéncia interna
dos conceitos de um sistema convertem o conceito em um meio fundamental
para sistematizar e conhecer a realidade exterior, como também “compreender
como se assimila adequadamente a experiéncia social da humanidade
historicamente formada” (VY GOTSKI, 1996, p. 72).

A aprendizagem do conceito de potenciacio de nimeros fracionarios

Conforme Vygotski (1993), no processo de formagao de conceitos,
o aluno ndo se apropria do conceito em si, mas das suas significagcdes. Nesse
sentido, ao planejar a sequéncia de ensino, a preocupagao foi privilegiar os
principios do conceito de potenciacao, traduzidos para as especificidades de
numeros fracionarios. Para tanto, foram adotados os mesmos critérios da
pesquisa realizada (DAMAZIO, 2006), cujo foco foi o processo de
apropriagao do conceito de potenciacdo de niimeros naturais, quais sejam: 1)
aunidade como ponto de partida, geradora da sequéncia, cuja constituicao
depende da base (razao) estabelecida; 2) a sequéncia se expande tanto a
direita quanto a esquerda da unidade; 3) hd um fator fracionario constante
(razdo) que, multiplicado por um termo, gera seu sucessor. Esse fator, além
de indicar a razao de uma progressao geométrica, define a base. Assim, cada
termo da sequéncia é uma poténcia e a localizagao dele, tendo como referéncia
aunidade, determina o expoente. Dessa forma, os termos (poténcias) definem
uma progressao geomeétrica e 0s expoentes uma progressao aritmética de
razao um.

A primeira situacao de analise proposta aos alunos se referia a
potenciacao com nimeros naturais, pois eles haviam estudado na 5% série
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com base nos principios teoricos do conceito de potenciagdo e nos
pressupostos teoricos da abordagem historico-cultural. Em seguida, foi
estabelecido didlogo com base numa “pergunta-guia”, que levou as nogoes
iniciais de nlimeros fracionarios como decorrentes da propria potenciacao,
interrelacionadas a ideia de niimeros inteiros relativos. De acordo com Vigotski
(2001, p. 111), “com auxilio de pergunta-guia, exemplos e demonstragdes, o
aluno desenvolve atividades e supera seu nivel de desenvolvimento efetivo”. A
pergunta-guia em todas as situagoes apresentadas foi: Quantas vezes o termo
seguinte representa o anterior? Ou, as vezes, era substituida por: Quem vem
antes ‘desse termo’ para que ele seja ‘tantas vezes’ aquele?

A seguir, sdo apresentadas algumas situagdes de andlise da sequéncia
de ensino consideradas como aquelas que propiciaram o desencadeamento
das elaboracdes conceituais, inicialmente com niimeros naturais, anunciadoras
de possibilidades de atingir a potenciacao de niimeros fracionarios. Da mesma
forma, os dialogos selecionados sdao recortes considerados como
representativos de ocorréncia das elaboragdes dos alunos, extraidos das
transcri¢des das filmagens.

A situacio de analise com desenho

Essa proposicao se traduz numa introdugdo, ainda com numeros
naturais que, para o grupo de alunos, ainda ndo trazia elementos novos, pois
apotenciagao no referido campo numérico fora estudada por eles na quinta
série, com 0s mesmos principios metodologicos de ensino adotado na presente
pesquisa. Nos seus estudos escolares, a ideia de sequéncia fora rompida na
aprendizagem da potenciagao de numeros fraciondrios que fora apresentada
somente como multiplicagdo de mesmo fator.

Um aluno, P, por solicita¢ao do pesquisador, foi ao quadro de giz e
fez um desenho qualquer, cuja opg¢ao foi um boneco. A orientacdo seguinte foi
que ele adotasse o seu desenho como termo de referéncia — unidade — e
passasse a construir uma sequéncia de montes de bonecos. A quantidade de
bonecos no monte subsequente era aleatdria. O nimero de vez que esta
aumentara em relagao a unidade deveria ser adotado como critério para a
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construcdo dos demais montes. O didlogo com pergunta-guia, orientagoes,

explicagoes era estabelecido com P e com os demais alunos:

Pesquisador: Quantos bonecos ele fez?

Alunos: Um.

Pesquisador: Entdo, continue fazendo montinhos ou
grupos de bonecos.

O aluno desenha no quadro trés bonecos.
Pesquisador: Aquele monte de referéncia, feito inicialmente,
¢ o ponto de partida. Se vocés compararem o que ele fez,
quantas vezes equivale ao anterior, ao de referéncia?
Aluno G: Trés vezes.
Pesquisador: Queria que vocés usassem essa logica, cada
monte fosse trés vezes o anterior.
Aluno M: Trés vezes mais, ou seja, vai ser 3, 0 proximo vai
ser3x 3 que ¢ 9, depois 3 x 9. A gente faz uma pirdmide e ndo

vai poder mudar.

Em seguida, o aluno P diz que o proximo termo teria nove bonecos,
mas ao desenha-los no quadro, fez apenas dois montes com trés bonecos

cada.
Pesquisador: Tem certeza que ¢ essa quantidade?
Aluno G: Faltou um monte de trés.

O aluno S se dirige espontaneamente ao quadro e desenha o terceiro
monte ou termo da sequéncia, de forma correta, isto €, vinte e sete unidades.
Surge o comentario entre os demais de que aquela situagdo tratava-se de
potenciacao.

M se dirigiu ao quadro e o pesquisador pergunta: 1,3,9 e 27..., que

numeros sao esses?

Alunos: Sao numeros impares e sdo multiplos de trés.
Pesquisador: E tudo isso que vocés falaram, mas prefiro
que escrevam esses numeros como multiplicag@o de fator
trés. Como fica?

M comecou pelo termo 27, escrevendo-o como 3 x 9, 0 termo 9 em

3 x 3. Ao chegar no monte de 3, ela perguntou:
Aluno: E o numero 3? Posso escrever como 1 x 3?
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Pesquisador: O 3 ¢ o primeiro grupo de trés, desse modo ele
fica escrito como 3, além disso, 1 (um) ndo ¢ multiplo de

trés.

Como arepresentacao multiplicativa do 27 tinha sido feitacom 3 x 9,

o pesquisador perguntou:
Pesquisador: Vocé consegue escrever o nimero 27 s6 com
o fator 37
AlunoM: Sim, 3x3x 3.
Pesquisador: Como vocé escreve este nimero em forma de
potenciagdo? Quantas vezes o 3 se repetiu?
Aluno E: Trés vezes, entdo 3°.
Pesquisador: E depois o restante da sequéncia, como ficaa
escrita?

Aluno E: O nove, 32, o trés, 3' e oum, 1°.

O aluno confunde a unidade como a poténcia de um, 1°, em vez de
trés elevado a zero. Tal entendimento remete a um novo questionamento,

tendo como base a ideia de sequéncia aritmética que se produz no expoente.
Pesquisador: A sequéncia ¢ de base 3, perceba que vocé
escreveu 3%, 3%, 3! e, agora, a base necessariamente deve a
mesma, 3. Qual deveria ser o expoente do trés, uma vez que
aqui ndo ha formacao de nenhum grupo de trés?
Aluno E, acompanhado dos demais alunos: 3° nenhum

grupo de trés.

O procedimento adotado traduziu dois aspectos fundamentais para
que os alunos reelaborassem caracteristicas e relagoes especificas do conceito
cientifico de potenciagdo. Um deles € a indicagao de um aluno, em sistema de
rodizio, para estar no quadro de giz para representar pictdrica ou numericamente
asequéncia. Tal procedimento possibilitou que as perguntas-guia se dirigissem
aos demais alunos, o que propiciou uma efetiva interacao do grupo. Cada
procedimento no quadro de giz também era realizado, concomitante e
individualmente, numa folha de anotacgdes. As duvidas e as certezas eram
observadas, consequentemente, corrigidas ou aceitas pelo coletivo dos
estudantes com respaldo do pesquisador.

O segundo aspecto ¢ que o desenho metodologico da sequéncia de
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ensino se explicitava e se traduzia nos procedimentos dos alunos, pois:
representavam pictorica e numericamente a sequéncia, em que cada termo
indicava a quantidade de unidade; transformavam os termos em multiplicagao
de dois fatores, quando possivel; transformavam os termos em multiplicagdo
de mesmo fator, com a justificativa da possibilidade ou impossibilidade de tal
procedimento; apresentavam na forma exponencial com a explicitagao de duas
regularidades, qual seja, a manuten¢ao de um mesmo valor para a base e a
sequéncia de nimero natural do expoente.

Vale ressaltar que os procedimentos de intervengao adotados
basearam-se nas indicagdes de Vygotski (1995) quando afirma que trés
elementos psicologicos sdo fundamentais no processo formativo de conceitos
cientificos nos alunos. Primeiro, o estabelecimento das dependéncias entre os
conceitos, isto ¢, o sistema conceitual; segundo, a conscientizagdo da propria
atividade mental da logica do conceito; terceiro, consequéncia dos dois
anteriores, a aquisicdo de uma relagao especial com o objeto que permite
refletir aquilo que era inexequivel com as nog¢des habituais. A traducao do
ultimo elemento esta na manifestacao dos alunos na leitura dos expoentes em
ordem decrescente — do maior termo representado para o menor — que gerou
a elaboragao conclusiva, naquela sequéncia numérica, de que a unidade,
necessariamente, seria representada por 3°.

Dando continuidade as intervengdes para provocar a compreensao

dos alunos, o pesquisador apresentou: 1,2, 4, 8, 16, 32.
Pesquisador: - E sequéncia de poténcia?
Alunos: - Sim, de base 2.
Pesquisador: - Entdo como escrever na forma de poténcia?

Alunos: - 2°, 21,22, 24 25,

Nas duas situagdes apresentadas, o unico equivoco ocorreu com o
expoente zero, por um aluno que, em vez de 3%, fez a leitura 1°. Diante de
qualquer sequéncia, exposta verbalmente ou por escrito nas mais diversas
formas de notacao, todos os alunos identificavam como se tratasse ou nao de
poténcia. Como diz Vygotski (1995), a tomada de consciéncia das operacdes
mentais requer a sua reconstituicdo na imaginagao, com o objetivo de atingir a
sua expressao discursiva relacionada a generalizago. Vale reafirmar que, até
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esse momento da sequéncia de ensino, a generalizacdo dos alunos se tratava
no nivel conceitual da potenciagdo com numeros naturais, que fora tema de
estudo dos alunos na quinta série. Por isso, a necessidade de coloca-los diante
de situagdes analise que expandissem o sistema conceitual para os nimeros
fraciondarios, o que se inicia com as proposi¢des que serao apresentadas a

seguir.
A situacio de analise com folhas de papel

A proposta do pesquisador foi que os alunos observassem a quantidade
de folhas de papel em cada monte, exposto no quadro, € estabelecem a relagao
entre um termo e seu antecedente ou consequente. As folhas em si nao
representavam a condi¢do para o processo de formagao do conceito, mas
sim as inter-relagdes entre um termo (monte) e outro da sequéncia que
apontavam para a generalizagao conceitual propriamente dita. Como afirma
Vygotski (1993), a relag@o entre os conceitos ndo ocorre por agregacdes
mediante fios associativos nem por seguir o principio estrutural de figuras e
objetos. Pelo contrario, ela se apresenta pela esséncia de sua natureza tedrica.

Ao observarem a sequéncia de folhas, imediatamente, os alunos
identificaram a quantidade em cada termo como poténcia de base dois.
Prontamente, o aluno P fez a escrita numérica, abaixo de cada monte de folhas,
do valor do respectivo termo, como também da representagao exponencial,
conforme figura a seguir.

|

1 2 4 8
2° 2! 2 2
A pergunta-guia foi lancada:

Pesquisador: - Quantas vezes o dois ¢ a quantidade do
monte anterior, ou quantas vezes o quatro inclui o monte
anterior, € assim sucessivamente?

Alunos: - E sempre duas vezes o anterior.
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Alguns deles justificaram a resposta com a afirmacao de que se tratava
de poténcias de dois. Nesse momento, foi-lhes dirigida a pergunta-guia em
busca dos termos que expandissem a sequéncia a esquerda da unidade, qual
seja:

Pesquisador: Quem vem antes do um para que ele seja duas
vezes o anterior?

O aluno M: Um meio ( % ).

Pesquisador: Agora, o que vém antes da metade, para que
cla seja duas vezes aquela quantidade?

Alunos: A metade da metade, % .
Pesquisador: E quem vem antes de i ?

Alunos: 1 .
8

A medida que o pesquisador questionava os alunos, o papel era
recortado e, consequentemente, era obtida uma nova representacao

S \ ~ Ao ]
fracionaria, que levou a formacao da sequéncia % RN

6”327 64 128
As representagdes e generalizagdes daquela situacdo de ensino
seguiram os seguintes passos:

1) Representagdo pictorica

ol L

2) Representagdo com termos com termos inteiros e fraciondrios,

respectivamente, a direita e a esquerda da unidade

1

2 1 2 4 8 ...

1
2

A=
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3) Representacdo numérica na forma exponencial para os termos
naturais e denominadores das fragoes

1 1 1
2 22 2
4) Representacdo numérica na forma exponencial de base dois e

20 2! 22 2% ..

expoente inteiros relativos
.23 272 21 20 2! 22 2% ..
A transformacao da fragdo em niimeros com expoentes negativos foi
obtida pela leitura dos expoentes em ordem decrescente. Ou seja, da direita
para a esquerda teriamos 3, 2, 1, 0. Isso levou os alunos a estabelecerem que

1

5 seriaomesmo que 2!

5 =22 ¢, assim por diante. Nas palavras do

r 422
aluno T: “Pela l6gica, o um meio ¢ dois elevado a menos um, o um quarto e
dois na menos dois, o um oitavo € dois na menos trés”.

Outras situacoes envolvendo bases diferentes — 3,4, 5 e 10 — foram
analisadas com as diversas representacdes numéricas até a sintese com
expoentes inteiros relativos, como aquela de base dois descrita anteriormente.
Nas discussoes, vieram a tona duas caracteristicas conceituais similares:

Aluno N: - todos os termos se transformam em niimero
natural, mesmo a fragdo que ¢ um numero natural escrito
com expoente inteiro negativo.

Aluno R: - as fragdes que surgem a esquerda do termo de
expoente zero, tém como numeradores a unidade e os
denominadores sdo 0s mesmos termos que aparecem a
direita da unidade.

A preocupagdo com uma sintese ou regra € apresentada pelo aluno S
ao afirmar: ““A quantidade de termo ou monte a direita da unidade corresponde
aos expoentes positivos da base e a quantidade de termo a esquerda da unidade
quer dizer o expoente negativo”. M acrescenta: “Os expoentes aumentam ou
diminuem de um emum”.

Foi no contexto de discussdes e sistematizagdes que emergiu a
necessidade de a base ou razao da sequéncia ser um numero fracionario.
Naquele momento, foi apresentada a primeira situagdo de analise com a
expectativa de que os alunos se apropriassem das propriedades e relacdes
do conceito de potenciagao de niumeros fracionarios.
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Tendo aunidade como referéncia, a pergunta-guia emergiu:
Pesquisador: Qual o termo que vem depois do um para que
este seja dois tergos de vez dele? Seguiu-se um siléncio
rompido com a resposta:

2
Aluno M: 3
Pesquisador: Por que dois ter¢os?

Aluno M: Porque dois ter¢os de uma coisa ¢ o dois tercos.

. . 2 .2
Pesquisador: Quem vem depois do 3 paraqueseja 3 de

2
vez do 3 ?

4
Alunos: 3"

. . .2
Pesquisador: Quem vem depois do g para que seja 3 de
4
vez do 5 ?

8
Alunos: 27

Acrescentam: 16 32
crescentame: 81 243

Diante do desempenho dos alunos que revelava a elaboragao
das propriedades e relagdes constituintes do conceito, a direita da unidade,

foi lancada a pergunta-guia para que ampliasse para a esquerda:
Pesquisador: - Quem vem antes do 1 (um) para que ele seja

2 , .
3 de vez desse nlimero? Ou, um representa dois ter¢os de

que quantidade?
Aluno P: Como ¢ mesmo? A gente quer saber quem ¢ o todo
que o um ¢ dois tergos?

O momento foi riquissimo de ideias matematicas fracionarias, em fungao
da espontaneidade do aluno M em afirmar: - € o inteiro e mais a metade.

As discussoes se acirram, pois os demais componentes do grupo
exigiam que ele “‘explicasse’ a razao daquela resposta. O esperado, pela maioria
dos alunos, era um valor referente a fragao dois tercos ndo trés meios. Comega,
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assim, no grupo, a manifestagao de cinco formas de pensamentos matematicos

que explicam o surgimento de % .

A primeira, denominei de mental-verbal, pois o aluno explicita
oralmente um raciocinio que pressuponho ter sido internalizado previamente
em situacao escolar. O aluno M em reposta as interpelacdes do grupo, afirma:
“Se um ¢ dois ter¢os de vez do outro numero, entdo o um ¢ duas partes do
todo que precisa, entdo, de trés partes. Se um ¢ duas partes, cada parte dele
¢ ametade, entdo o todo tem trés metades ou um e meio”.

A explicagdo de M motivou o grupo a buscar alternativas que
pudessem dirimir as davidas de dois alunos R e F. O aluno P explicitou a
segunda forma de pensamento do processo de elaboracdo conceitual de
potencia¢do de nimeros fracionarios, que chamei de visual-imaginativo,
uma vez que expressa um raciocinio apoiado em representacdes geométricas.
O aluno P teve como referéncia a explicacao de M e recorreu a reta numérica
para fazer a seguinte representacdo no quadro de giz:

2/3 do todo

| I

0 Ipartede3 Y2 2partesde3 1

| | | | Todo

0 lpartede3 Y2 2partesde3 1 3partesde3 3/2
A terceira forma de pensamento, mental-verbal por propriedade,
pois é recorrente da propriedade de elemento inverso multiplicativo, foi trazida
atona pelo aluno S, porém sem a devida conclusao.
Aluno S: - Penso que devia ser um numero que multiplicasse

por dois ter¢os desse um.

Naquele momento, foi decisivo o pressuposto vigotskiano referente
ao conceito de zdp, de que a ajuda do professor em um determinado momento
do processo de desenvolvimento do pensamento conceitual € fator decisivo
para que aluno em situagao posterior o faga de forma independente.
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. 2 3 N
Pesquisador: 1= 3X5. Como 1 ¢ dois tercos de vez de um

todo, entdo o unico niimero que pode ser multiplicado por

2/3 para que o produto seja 1, é 5

O aluno M inferiu a explicagdo a seguir, que se constitui na quarta
forma do pensamento, que denominei de algébrica, por considerar a fragao
desconhecida como incognita, transformando a situacdo na equacao do

. . 2 . . ~
primeiro grau, 1= 3 X, com o seguinte procedimento de resolugéo:

1=2x 5 3=2x -5 2x=3 > X=5-

[SSRR )

A quinta forma de pensamento, reconstrugdo por divisdo, foi proposta
pelo pesquisador. A sequéncia foi reconstruida por divisao sucessiva do maior

termo pela razao/base, conforme segue:

2.2_32 3_16
243 3 243 2 81
6.2 _16 3_8
81 3 81 2 27
8 2 8 3 4
73 7 27
4 2 4 3 _2
5379 *273
2.2_2 3 _,
3 3 3 2
i 2aqg 23
3 2 2

A partir de entdo, foi langada a pergunta-guia. Pesquisador: “Quem

3 . 2 4 L3
vem antes do = para que ele seja 3 de vez desse numero?” Os alunos
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recorreram as diferentes formas de pensamento acima explicitadas e formaram

1 27 9 3 , .
81 21 2 = . Além disso, adotaram o

a sequéncia para a esquerda: ..., —, , =,
d p d 168 "4 ° 2

mesmo raciocinio adotado quando da construg@o da sequéncia em que surgiu
o expoente negativo. O didlogo entre alunos e pesquisador, mediado pelas
dimensdes do conceito focalizado, contribuiu para a conclusio expressa por

L 3. \ . .
R: 4s poténcias de base 5 situadas a esquerda da unidade, correspondia

a expoentes negativos da fragdo % .

Toda essa trajetoria de elaboragdo do pensamento conceitual se reflete
na representacdo a seguir, construida por P em concordancia com o grupo:

27

9
8 4

6O E6EE 6

A cada situacdo de analise proposta aos alunos, as atengdes do

8

27

3 2
3

4
9

pesquisador voltaram-se para as possibilidades deles atingirem um nivel mais
complexo do pensamento conceitual, sem desconsiderar as suas possibilidades,
isto €, a zona de desenvolvimento proximal (VY GOTSKI, 1996). Por isso, a
disposi¢ao para a interferéncia e orientagdo para que eles atingissem o nivel
do pensamento de conceito cientifico. As interagdes verbais entre aluno/
pesquisador foram decorrentes das situacdes de analises a luz das ideias
essenciais que caracterizam aquele conceito. Em toda base apresentada,
exigia-se que os alunos elaborassem as multiplas relacdes e ideias articuladas
que constituem o sistema conceitual de potenciacao, independente da base,
natural ou fracionaria. Uma dessas relagoes ¢é a “transferéncia” de uma
generalizacao interna de uma proposicao ou situacao analisada para outra.
Por exemplo, levar as generalizagdes internas a base dois ter¢os para as demais
(por exemplo, quatro nonos, cinco tergos e trés sétimos, propostas aos alunos).
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Consideracoes

No processo de elaboragao do sistema conceitual de potenciagao de
numeros fraciondrios, os alunos se apropriam da ideia de sequéncia, cujos
termos sao as poténcias de um determinado niimero. O raciocinio multiplicativo
¢ sua base fundamental, inicialmente, na rela¢ao entre os termos, inclusive
com a unidade (termo de expoente zero) e no definidor da base (termo de
expoente 1). Amultiplicacao de mesmo fator é caracteristica dos termos com
expoentes naturais maiores ou iguais a dois. Elanao € o conceito de potenciagao
em si, mas uma das significagdes. A sua inclusdo, por parte dos alunos, no
novo contexto conceitual ocorre na execugao da sequéncia de ensino em que
se explicitam mediacdes em cujo teor estao as dimensdes do conceito para a
elabora¢do do raciocinio esperado.

A multiplica¢do aparece no sistema conceitual de potenciacao
antecedida por dois termos da sequéncia que nao se transformam em fatores:
um termo de expoente zero e outro de expoente um. Atingir esse nivel de
pensamento em conceito demandou um processo longo, mesmo que nas
primeiras proposi¢oes com numeros inteiros um grupo significativo de alunos
escrevia de imediato a sequéncia nas suas diversas formas de representagao
até a forma de poténcia.

Uma hipétese que se apresentou foi que os dialogos promovidos pelas
situacdes foram decisivos para a compreensdo, pelos alunos, de que a
potenciacao com fracionarios os colocassem diante da possibilidade e
necessidade de uma nova escrita da fragdo: nimero inteiro com expoente
negativo. Também, foram pertinentes para que aquele grupo de alunos

generalizasse a igualdade (ZJ = (aj .Além disso, adotar procedimentos

aritméticos, geométricos, algébricos para determinar um termo consequente
ou antecedente de uma sequéncia de base fracionario.

Vale esclarecer que este artigo focou apenas o conceito de potenciacao
de nimeros fracionarios, mas a pesquisa na qual se inseriu, também focou
significacdes do conceito de funcdo exponencial e de logaritmo. Da mesma
forma, estdo em fase de desenvolvimento duas pesquisas com adogao dos
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mesmos principios tedricos e metodologicos: potenciacdo de niimeros relativos
e outra com expoente fracionario.
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