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Resumen

En este trabajo se analizan las organizaciones que se proponen estudiar en un curso de
célculo universitario relativas a las nociones de limite y continuidad funcional. Desde la
Teoria Antropoldgica de lo Did4ctico se analiz6 el material editado por lo profesores
destinado a estudiantes universitarios. Los principales resultados indican que se propone
el estudio de tareas aisladas, que no conducen a la elaboracién y validacion de elementos
tecnoldgicos. De esta manera, se evidencia la organizacion de los saberes en dos niveles:
uno tedrico y otro préctico, donde este dltimo no tiene incidencia para la conformacién
del primero. Esto genera una inadecuada interpretacion del conocimiento cientifico,
reduciendo su estudio a organizaciones matematicas desarticuladas.
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Abstract

In this research we analyzed the organizations proposed to be studied in a university
calculus course relative to the notions of functional limit and continuity. The material
developed by teachers for the university students was analyzed using the Anthropologic
Theory of the Didactic. The principal results indicate that the materials propose the
study of isolated tasks, which do not lead to the production and validation of technological
elements. Thus, knowledge appears to be organized in two levels: one theoretical and
other practical, where the latter does not affect the conformation of the former. This
generates an inadequate interpretation of scientific knowledge, reducing its study to
disconnected mathematical organizations.

Keywords: Teaching. Calculus. Mathematics Organization. Anthropologic Theory of
the Didactic. University Level.

1 Introduccion

En esta investigacion se propone un estudio cualitativo, de tipo descriptivo
e interpretativo del material disefiado y utilizado por profesores en un curso
universitario de calculo, en base a un programa también disefiado en esa cdtedra.
Se utiliza la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (CHEVALLARD, 1999), segtin
la cual no es posible analizar la actividad del profesor sin considerar el saber
matematico objeto de enseflanza. Las organizaciones matematicas que se
proponen estudiar, forman parte del conjunto de condiciones y restricciones
matemdticas que rigen la practica del profesor.

El estudio se realiz6 en el primer afio de una facultad de ciencias exactas,
en una universidad nacional argentina. En este trabajo, damos respuesta a las
siguientes preguntas estrechamente relacionadas: ;Qué tipo de tareas relativas
al limite y continuidad de funciones se proponen estudiar en un curso de célculo
universitario? ;Como se relacionan estas tareas?

2 El problema y sus antecedentes

En la ensefnanza universitaria, el estudio del calculo es el ambito donde
se ha detectado mayores dificultades en el aprendizaje de los estudiantes. Cada
vez son mads las investigaciones que centran su interés en este nivel, y, en
particular, sobre el papel de la didactica en la ensefianza de la matemética
universitaria (ARTIGUE, 2003). Numerosos investigadores se ocuparon de la
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problemadtica, algunos de ellos realizaron estudios que caracterizaron las
dificultades y obsticulos en el aprendizaje de nociones de calculo, acompafiados
por aspectos de naturaleza epistemoldgica, cognitiva y didactica (APARICIO;
CANTORAL, 2006; ARTIGUE, 1995; BARBOSA; MATTEDI, 2010;
BEZUIDENHOUT, 2001; CORNU, 1991; GODINO; CONTRERAS; FONT,
2006; SIERRA; GONZALEZ; LOPEZ, 2000; TALL, 1991). También se
document6 que ciertos problemas derivan del tipo de tratamiento escolar que se
confiere a las nociones de funcién, limite, continuidad, diferenciacién e integracion
(AZCARATE; DEULOFEU, 2000; APARICIO; CANTORAL, 2003; HITT,
1994; TALL; VINNER, 1981).

Otros trabajos se han preocupado por analizar las razones que subyacen
atales dificultades y por proporcionar soluciones efectivas, a través de propuestas
didacticas que se sustentan en diversos marcos tedricos (BLAZQUEZ;
ORTEGA, 2002; ESPINOZA; AZCARATE, 2000; GARCIA; NAVARRO,
2010; MAMONA-DOWNS, 2001; TALL, 1986, TALL; BLOKLAND; KOK,
1990).

En los dltimos afios de investigacion sobre didactica de la matematica
en el nivel universitario, los investigadores trasladaron el foco de interés del
estudiante al profesor. Esto mostré la complejidad del estudio de la matemética
en la universidad, no sélo por las caracteristicas particulares de los profesores y
de los estudiantes, sino también de los cursos de matemadtica universitaria y de
las caracteristicas especificas de la Universidad como institucion, que condiciona,
limita y determina los limites de actuacién en ella (MORENO, 2005). En particular,
nuestro trabajo se focaliza en la actividad del profesor de Matemaética, centrando
la atencién en el material que disefian los docentes para la ensefianza de nociones
de célculo en la Universidad.

3 Marco teorico

En este trabajo adoptamos como referencial tedrico a la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (CHEVALLARD, 1999) porque resulta ser una
poderosa herramienta para describir la actividad docente. En principio, tomamos
el constructo tedrico fundamental de la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD), que es la nocién de praxeologia, y, en base al mismo, se desarrollé toda
lainvestigacion.

Las praxeologias u organizaciéon matematica (OM), surgen como
respuestas a una cuestion o conjunto de cuestiones probleméticas que se
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denominan cuestiones generatrices. Las praxeologias constan de dos niveles:

* El nivel de la praxis o del saber hacer, que engloba un cierto tipo de
tareas y cuestiones que se estudian, asi como las técnicas para
resolverlos.

* El nivel del logos o del saber, en el que se sitdan los discursos que
describen, explican y justifican las técnicas que se utilizan, los que
reciben el nombre de fecnologia. Dentro del saber se postula un
segundo nivel de descripcidn-explicacion-justificacion (esto es, el nivel
tecnologia de la tecnologia) que se denomina teoria.

Junto a las tareas de concepcién y organizacion de mecanismos de
estudio, asi como la gestion del medio ambiente (Organizaciones Matemdticas),
se distinguen las tareas de ayuda al estudio, particularmente la direccién de
estudio y ensefianza, cuyo cumplimiento es debido a la puesta en ejecucién de
técnicas didacticas determinadas (Organizaciones Diddcticas). La
consideracion de los diversos procesos que conciernen a la construccion
matemdtica permite identificar sus aspectos invariantes, es decir, las dimensiones
0 momentos que estructuran cualquier proceso de elaboracién matemadtica,
independientemente de sus caracteristicas culturales, sociales, individuales o de
otra indole. Asi, el proceso de estudio se sitia en un espacio determinado por
seis momentos diddcticos: el momento del primer encuentro con un determinado
tipo de tareas; el momento exploratorio del tipo de tareas; el momento de
construccién de un entorno tecnoldgico-tedrico, que explica y justifica las técnicas
puestas en funcionamiento y permite la elaboracién de nuevas técnicas; el
momento de trabajo de la técnica, que provoca la evolucion de las técnicas
existentes y la construccion de nuevas; el momento de la institucionalizacién,
que delimita y precisa aquellos elementos constituyentes de la organizacion
matemadtica construida; el momento de la evaluacion de la praxeologia construida.

La TAD, desde sus comienzos con la transposicién didactica
(CHEVALLARD, 1985), fue uno de los primeros enfoques en considerar, como
objeto de estudio e investigacion, no sélo las actividades de ensefianza y
aprendizaje en el aula, sino de todo el proceso que va desde la creacién y utilizacién
del saber matemadtico hasta su incorporacion en las instituciones de ensefianza
como saber ensefiado. Para explicar los procesos de ensefianza es necesario
considerar todas las etapas de la transposicién didactica. En particular, nos
detendremos a describir la OM a ensefiar. Esta organizacién constituye un
modelo praxeoldgico de las matemdticas que se propone en el programa del
curso. En la universidad, el disefio es propuesto por los profesores que dirigen el
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curso y se presenta como un conjunto de nociones a estudiar. A partir del mismo,
los docentes proponen un conjunto de tareas, técnicas y elementos tecnoldgicos.

Asi mismo, la OM a enseiiar no puede ser adecuadamente inferpretada
si no se dispone de un punto de vista epistemoldgico. Esto lo proporciona la OM
de referencia, la que, en correspondencia con la TAD, no asume la distincién
entre teorfa y practica que caracterizan a la OD del curso bajo estudio. La OM
de referencia es la que usa el investigador para realizar su andlisis y no
necesariamente coincide con la OM sabia de la que proviene, aunque se formula
en términos proximos a ésta 'y a la OM a enseiiar.

4 Metodologia

Se realiz6 un estudio de corte descriptivo e interpretativo sobre un curso
de calculo en una facultad de ciencias exactas, de una universidad nacional
argentina.

El curso dura cuatro meses, y se compone de clases tedricas (CT) y
practicas (CP), que se imparten dos veces por semana. Cada CT comprende 90
minutos, mientras que cada CP 120 minutos. El curso estd a cargo de un profesor,
quien se ocupa exclusivamente de organizar y dirigir las CT, un coordinador,
quien organiza las CP y dirige, en ciertas ocasiones, las CT, y de profesores que
dirigen las CP. Las CT se ofrecen a todos los estudiantes en un aula tipo anfiteatro,
mientras que las CP son desarrolladas en cuatro aulas.

Durante los cuatro meses que comprende el curso se propone estudiar
nueve unidades teméticas, cuyo desarrollo incluye material tedrico y practico.

La acreditacidn del curso propone la aplicacién de exdmenes individuales
y escritos. Se ofrecen dos formas para la evaluacion, y los estudiantes tienen
que optar por una:

* Modalidad promocién: consiste en tres exdmenes individuales y escritos;
en cada uno se evalia una unidad temética o médulo. A ésta modalidad
de evaluacioén se presento, aproximadamente, el 97% de los estudiantes
que realizaron el curso.

* Modalidad tradicional: Consta de un examen individual y escrito al
finalizar el curso, donde se involucran todas las nociones estudiadas
en el mismo.

En primera instancia, en el curso se realizaron tres meses de observacién

no participante y se recabd: el material editado por los profesores, el programa
del curso, las versiones en audio de las clases tedricas y practicas, las explicaciones
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que hicieron los profesores en el pizarrdn, junto a los apuntes de clase y los
examenes realizados por los estudiantes.

Aqui, nos centramos en el estudio del programa del curso y el material
editado por los profesores. Para desarrollar este estudio, y en concordancia con
el referencial tedrico asumido, fue necesaria la elaboracion de una OM de
referencia, relativa al limite y continuidad de funciones. Dicha organizacién se
presenta en el siguiente apartado.

5 Organizacion matematica de referencia

A continuacién presentamos una OM en torno al limite y continuidad de
funciones de una variable, que nos servird como modelo para el andlisis de la
OM a enseiiar en el curso bajo estudio. Dicho modelo es la mejor aproximacion
posible a las condiciones que imperan en la institucion, asumiendo una organizacion
didactica donde no se separa el bloque practico - técnico del tecnolégico —
tedrico.

Para la descripcion de la OM de referencia (OM,), comenzamos por
indicar una cuestion generatriz inicial O, que se formula mediante dos preguntas
complementarias:

Q,’: ¢ Como estudiar la existencia del limite de funciones?, Q”: ; Para qué estudiar
la existencia del limite de funciones?

La pregunta O’ podria ser interpretada como una simple demanda de
informacién, donde la respuesta podria ser del estilo: Si o no, segiin sea el
resultado al calcular el limite de la funcion: si el resultado es un niimero
real se establece que existe el limite, en caso contrario, se establecerd que
no existe el limite. Esta respuesta podria ser natural, situdndonos en el grupo de
estudiantes que componen al curso. Pues, numerosas investigaciones han
identificado los mismos errores y dificultades en estudiantes de cursos de calculo,
en diversos entornos sociales y con diferentes rangos de habilidades. En particular,
se destaca la presencia de procedimientos (tales como calcular limites) que
operan en un nivel puramente algoritmico. Esto es producto de una ensefanza
del célculo esencialmente algebraica, al tratar el limite como un proceso
algebraico finito, y en un intento escolar de reducir las técnicas especificas del
andlisis, en las que prima la utilizacién de condiciones suficientes, a maneras de
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hacer puramente algebraicas centradas en el uso de equivalencias sucesivas
(ARTIGUE, 1995). En nuestro caso, esto se reafirmaria como consecuencia de
la formacion que adquieren los estudiantes en el Curso de Nivelacion': los tipos
de tareas y técnicas propuestas acentuarian la tendencia de algebrizar el célculo.

Consideramos que se propone a los estudiantes utilizar, de forma
naturalizada, técnicas, sin haberse cuestionado su pertinencia, ni las razones de
ser. En este caso, la cuestion se convierte en problematica, y el tratar de resolverla
genera una serie de tareas no rutinarias. Su resolucion requerira elaborar un
conjunto de técnicas matemadticas que, ademads, deberén ser descrita, explicadas
y justificadas mediante el entorno tecnolégico — tedrico. Esto es producto de
considerar la cuestion Q" en un sentido fuerte. Este sentido se ve fortalecido
por la presencia de Q,”, pues dar respuesta a esta cuestion implica el estudio de
OMs donde encuentra sentido el estudio de O, como por ejemplo el estudio de
la continuidad funcional. Considerar una cuestiéon en su sentido fuerte, conduce
aun proceso de elaboracién de posibles respuestas que ponen en juego sucesivas
OMs: cada una de ellas viene a corregir, completar y/o desarrollar las anteriores.

A continuacion, describimos la OM, en torno a las nociones de limite y
continuidad funcional. En particular, aqui presentamos una seleccién de nociones
que estimamos como fundamental, pues el curso es desarrollado en cuatro meses,
y sélo el 10% de las Clases Practicas (CP) y de las Clases Teéricas (CT) son
destinadas al estudio del limite funcional; asi como, también el mismo periodo de
tiempo es destinado al estudio de la continuidad funcional.

A partir de la cuestién generatriz inicial, derivamos un conjunto de
cuestiones generatrices que dieron origen a establecer 16 OM relacionadas y
fundamentales, para el estudio de nociones bdsicas de calculo.

En el esquema 1 indicamos cada una de las OM que integran la OM de
referencia y las relaciones que se establecen.

' Como condicién para ingresar a la facultad en la que se desarrollé la investigacion, los estudiantes
que participaron de esta investigacién tuvieron que aprobar un curso nivelatorio. Aqui, se propone
estudiar nociones de matemadtica desarrolladas durante toda la secundaria, entre las que se incluyen
las nociones de limite y continuidad funcional.
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Esquema 1 - Organizacién matematica de referencia

La cuestion generatriz inicial de la OM, es Q. ;Cémo estudiar la
existencia del limite de funciones? y ;jPara qué estudiar la existencia del
limite de funciones? La OM, se compone de 16 OM*. Los tipos de tareas
constitutivos de cada OM corresponden a los géneros: Demostrar (OM,, OM,,
OM,, OM,, OM,, OM,, OM_, OM 'y OM,,), Calcular (OM,, OM,), Analizar
funciones (OM |, OM ,, OM,, y OM,,) y Representar grdficamente (OM ).

El género de tareas Demostrar engloba aquellas tareas que requieren
de la formulacion de una secuencia de enunciados organizados segun
determinadas reglas. El género de tareas Calcular hace referencia a tareas
que implican llevar a cabo ciertos procedimientos, basados en reglas que son
tomadas como verdaderas, para obtener un resultado que nos permita predecir
algunos acontecimientos. El género de tareas Representar grdficamente engloba
tareas que implican la realizacién de esquemas que posibilitan estudiar la nocién
matemadtica que estd en juego. Finalmente, el género de tarea Analizar funciones
involucra tareas que requieren del estudio del limite y continuidad de funciones.
En el curso, éste género se ve enriquecido con el estudio de tareas relativas a la
derivada de funciones.

La OM, es la pieza fundamental que permite la supervivencia de las

? Cada OM que compone a la OM, se distingue como OM, donde x toma valores numéricos.
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deméds OM que se definen. El tipo de tarea que conforma a OM es I'":
Demostrar la existencia y unicidad del limite. La cuestion generatriz asociada
es Q. ;Qué significa que exista el limite?

La OM, queda representada por el tipo de tarea I'*: Demostrar
proposiciones que vinculan el limite de funciones con el limite de sucesiones.
La cuestion generatriz asociada es Q,: ;Como se vincula el limite de funciones
con el limite de sucesiones? En el hacer de "%, se gesta un entorno tecnoldgico
que permite justificar algunas de las técnicas empleadas en el hacer de .

La OM, y la OM, se originan a partir de la misma cuestion generatriz
Q,: ;Como demostrar la existencia del limite? El tipo de tarea que conforma
a OM, es I'’: Demostrar las propiedades que relacionan las operaciones
entre funciones con el valor del limite de éstas cuando x —> xpo0x—> o ,
siendo que el limite al que tienden las funciones involucradas en las
operaciones es un valor finito. Y el tipo de tarea que conforma a OM, es I"*
Demostrar las propiedades que relacionan las operaciones entre funciones
con el valor del limite de éstas cuando x=>x,, siendo que el valor limite
resultante no existe. El hacer de I y I'* consolida la tecnologia que justifica el
hacer de I'”. A su vez, en la OM, se consolida la tecnologia que justifica el hacer
de T

La OM, y la OM; se las define a partir de la misma cuestion generatriz
Q,: ;(Como calcular el limite? El tipo de tarea que conforma a la OM_es I'":
Calcular el limite de funciones cuando x—>x,,. El tipo de tarea que constituye
a la OM, es I'®: Calcular el limite funciones cuando x—» oc. En el hacer de
I'7 y I'® se establece la existencia del limite de funciones, pues las técnicas que
se emplean encuentran justificacion en las formulaciones establecidas en OM,
y OM,.

La OM, y la OM, tienen asociada la misma cuestion generatriz Q.:
. Como demostrar la existencia del limite? El tipo de tarea que conforma a
OM, es I'>: Demostrar la existencia o inexistencia del limite de funciones
cuando x—>x,. El tipo de tarea que constituye a OM, es I': Demostrar la
existencia o inexistencia del limite de funciones cuando x— co. En ambas
OM se busca consolidar una técnica que permita establecer la existencia del
limite de funciones.

En forma complementaria, se podria estudiar las tareas que componen
a OM, u OM, y, luego, establecer la existencia del limite calculado, a partir de
las técnicas que se desprenden del hacer de I o T'® segtin correspondiera. Esta
actividad deja emerger ciertas redundancias, que resultarian ttiles en el proceso
de estudio.
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Con relacién al estudio de la continuidad de funciones, la supervivencia
de esta organizacidn se encuentra intimamente ligada con la validez de las tareas
constitutivas de la OM,. La OM,, OM, , OM, y OM; se gestan a partir de la
misma cuestion generatriz Q.. ;Cémo determinar la continuidad de
funciones? El hacer de I'” y T''° consolida la tecnologia de T''' y T'"?
respectivamente. El tipo de tarea qile conforma a la OM, es I'°: Demostrar
proposiciones que involucran operaciones entre funciones continuas en
un punto x,. El tipo de tarea que constituye a la OM  es I'': Demostrar la
continuidad de funciones en su dominio natural. Mientras que el tipo de
tareas que define a OM | y a OM , son respectivamente I''': Analizar la
continuidad de funciones en un punto x,y I''*: Analizar la continuidad de
funciones en su dominio natural.

LaOM ,, OM,, y OM ,se componen de tareas que procuran el estudio
de funciones en intervalos cerrados, en combinacion con el estudio de la
continuidad de las mismas. El tipo de tarea que constituye a la OM, es I'":
Demostrar Teoremas que involucran a familias de funciones y que permiten
estudiar su comportamiento en intervalos cerrados, y la cuestion generatriz
asociadaes Q. ;Como demostrar teoremas que permiten estudiar a funciones
continuas en intervalos cerrados? En esta OM, se consolida la tecnologia
que justifica las técnicas para el hacer del tipo de tareas que define ala OM,, y
ala OM ..

El tipo de tarea que constituye a la OM , es I'': Analizar los ceros de
funciones en intervalos cerrados y la cuestion generatriz asociada es Q.:
. Como establecer la existencia de los ceros de una funcion? El hacer de
I'* consolida una técnica para el estudio de ceros de funciones. En algunas
ocasiones, puede actuar como una técnica alternativa a las que conocen los
estudiantes para este estudio, y, en otras, constituir una nueva técnica, para
aquellos problemas que hasta el momento no podian dar respuesta.

El tipo de tarea que define a la OM , es I'": Analizar los extremos de
una funcion definida en intervalos cerrados y la cuestién generatriz asociada
es Q,: ¢Como establecer si una funcion alcanza un mdximo y/o un minimo?
El estudio de I'"® se enriquece con el estudio de la nocién de derivada de funciones,
no obstante, consideramos oportuno el estudio de esta tarea, pues permite el
empleo en parte de la tecnologia que se gesta en I'® y una aproximacion al tipo
de estudio que se podra realizar con nociones de derivada de funciones.

Finalmente, la OM,, se define a partir del tipo de tarea I"': Trazar la
grdfica de funciones de variable real y la cuestion generatriz asociada es Q,:
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,Como representar grdficamente a funciones de variable real? Aqui, la
propuesta es integrar nociones que emergen de la definicién de limite y continuidad
de funciones. También, en forma complementaria se puede estudiar I'*° con
tareas que se estudian en OM, y OM; haciendo evidente la integracion entre
las OM.

6 Descripcion de la organizaciéon matematica a ensefiar

A continuacién, describimos la OM a ensefiar. En primera instancia,
describiremos los componentes mateméticos presentes en el programa propuesto
por los profesores del curso y, luego, el material disefiado por dichos profesores.

6.1 Programa del curso

El programa del curso se compone de 9 unidades: Unidad 1: estructura
del conjunto de los nimeros reales; Unidad 2: funciones; Unidad 3: sucesiones
de nimeros reales; Unidad 4: limite y continuidad de funciones; Unidad 5:
derivadas; Unidad 6: la integral definida; Unidad 7: c4lculo de primitivas; Unidad
8: series numéricas; Unidad 9: series de funciones, series de potencias y serie
de Taylor.

Destacamos la cantidad de nociones a estudiar en un curso que dura 4
meses. En particular, a pesar de la posicién central que ocupa el estudio del
limite de funciones, s6lo el 10% de las clases practicas (CP) y de las clases
tedricas (CT) son destinadas a dicho estudio. A esto se suman las caracteristicas
del grupo de alumnos que componen el curso. Se encuentra integrado por
estudiantes que se inician en la vida universitaria: los alumnos deben someterse
a mayores esfuerzos de atencién y concentracion en cada clase, diferente a lo
vivido en la escuela secundaria. Las clases son multitudinarias, en la facultad
bajo estudio los alumnos componen cursos de, aproximadamente, 200 - 300
integrantes, mientras que en la escuela secundaria argentina, los cursos se
componen de, a lo sumo, 35 estudiantes. Esta situacién es percibida como
negativa por los alumnos universitarios, pues un estudio desarrollado con
estudiantes del mismo curso de cilculo que se presenta aqui, indica que una de
las mayores contribuciones al aprendizaje de los estudiantes es tener posibilidad
de comunicacién con los profesores (CORICA, 2009).

A continuacion, se indican las nociones propuestas en la unidad de limite
y continuidad de funciones:
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Unidad 4: limite y continuidad de funciones

a) Definicion de limite de una funcién

b) Propiedades del limite

¢) Vinculacién entre limite de funciones y el limite de sucesiones
d) Limites laterales y limites al infinito

e) Funciones continuas en un punto

f) Funciones continuas en un intervalo cerrado

En relacion a las nociones indicadas, los profesores del curso elaboran
el material tedrico y practico que se estudiara en las clases. Si bien, las nociones
de limite y continuidad se proponen para ser estudiadas dentro de un mismo
bloque tematico, se separan a partir del disefio de los materiales. De hecho, esto
también se materializa en la evaluacidn, pues la nocién de limite funcional forma
parte de los contenidos que se evaltian en el primer examen para la modalidad
de promocién, y la nocién de continuidad forma parte del segundo examen.
Hacemos esta apreciacién porque asumimos que la evaluacién constituye un
momento adicional de institucionalizacién en el sistema didactico, precisando
algunos aspectos de la OM, pues las tareas presentes en las evaluaciones
informan sobre qué aspectos de una nocién se destacan y cudles no.

6.2 Descripcion del material diseiiado por los profesores

El material editado por los profesores del curso se estructura en material
para las CT, el que se compone del enunciado de definiciones, teoremas y
proposiciones. Y el material para las CP, que se conforma de una introduccion,
donde se enuncian definiciones, teoremas y proposiciones - expuestos algunos
en el material para las CT - que cumplen la funcién de bloque tecnoldgico, para
el hacer de los ejemplos de tareas que se presentan. Luego, se propone una
serie de tareas a ser resueltas.

Las tareas propuestas a los estudiantes, en relacion al limite funcional,
conciernen a los siguientes géneros de tareas: Demostrar, Calcular y
Representar grdficamente. Mientras que las tareas destinadas al estudio de la
continuidad funcional, remiten a los géneros de tareas: Analizar funciones y
Representar grdficamente.

A continuacién, indicamos los géneros de tareas, junto a los tipos de
tareas constitutivos, que se proponen estudiar en el material para las CP. Para
organizar la presentacién adoptamos la siguiente notacién: G*: Denota el género
de tarea, 7*: Denota el tipo de problema que conforma al género de tarea G*'y

X . X
T, ,: Denota a la tarea correspondiente a 7" .
Destacamos que los tipos de tareas retinen a ciertas tareas, las que se
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diferencian entre si por pequefias variaciones de las técnicas a emplear para su
hacer.

G":

Demostrar

T,

Demostrar que el limite de la funcion f(x) es [ cuando x tiende a un valor real finito y

hallar, para ciertos valores de &, el correspondiente valor de 6.

7'11’1 : Demostrar que existe el limite de funciones definida a trozos y hallar, para ciertos
valores de &, el correspondiente valor de 6.
Tll’zz Demostrar que existe el limite de funciones racionales y hallar, para ciertos
valores de &, el correspondiente valor de 6.
T11’3: Demostrar que existe el limite de funciones irracionales y hallar, para ciertos
valores de &, el correspondiente valor de 6.
Tll’ 4 Demostrar que existe el limite de funciones polindmicas y hallar, para ciertos
valores de &, el correspondiente valor de 6.
Tll’5 : Demostrar que existe el limite de funciones modulo y hallar, para ciertos valores

de &, el correspondiente valor de 6.

: Calcular

T,

: Calcular el limite de funciones cuando x — x,

2 P . .

T, - Calcular el limite de funciones definidas a trozos.
2 P . . .

T, ,: Calcular el limite de funciones trigonométricas.
2 P . L

T\ 5 Calcular el limite de funciones polinomicas.

2 L . . .
T, Calcular el limite de funciones que son producto del cociente entre diversas
SJamilias de funciones.

2 L. . . . .
T, 5 Calcular el limite de funciones que se componen con expresiones irracionales.

Calcular el limite de funciones cuando x —

2 L. . . .
T5 . Calcular el limite de funciones que son producto del cociente entre diversas

Sfamilias de funciones.

X
2 L . .
T, 5 Calcular el limite de expresiones compuestas con la expresion 64. 1) .
X

2 P . . . .
T, 5: Calcular el limite de funciones que se componen con expresiones irracionales.

G3

: Representar grdficamente

T,

Trazar la grdfica de funciones.

3 L . .
7\, Trazar la grdfica de funciones de una variable real.
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4 . o
G : Analizar funciones

4 . Lo .
Tl : Analizar la continuidad de funciones en un punto x,

4 . Lo . .
7, Analizar la continuidad de funciones definidas a trozos.

4 . Lo . . .
T, 5 Analizar la continuidad de funciones que son producto del cociente entre diversas
familias de funciones.

4 . Lo .
T, 3 Analizar la continuidad de funciones compuestas.

T, 4 Analizar la continuidad a derecha e izquierda de un punto de funciones definidas
a trozos.

4 . Lo .. ..
T2 : Analizar la continuidad de una funcion en su dominio natural.

4 . Lo , -
T, . Analizar la continuidad de funciones definidas a trozos.

4 . .o . .
T, ,. Analizar la continuidad de funciones que se componen con expresiones
irracionales.

4 . Lo . . P

T, 3 Analizar la continuidad de funciones trigonométricas.
4 . Lo . . Lo

T, 4 Analizar la continuidad de funciones polinémicas.

4 . .. . . .
T, 5. Analizar la continuidad de funciones que son producto del cociente entre diversas
familias de funciones.

4 . L. . .
T, ¢ Analizar la continuidad de funciones exponenciales.

4 . o . Iy .
T, 5. Analizar la continuidad de funciones resultantes de la composicion de diversas
Sfamilias de funciones.

4 . s
T3 1 Analizar los ceros de una funcion.

T34’ 1/ Analizar la ubicacion de los ceros de una funcion de una variable real.
La clasificacién de los tipos de tareas y las tareas result6 ser complejo.
Se propone estudiar una diversidad de expresiones, que dificulta la intencién de
clasificarlas en las familias de funciones mas conocidas por los estudiantes
(funcién racional, exponencial, logaritmica, irracional, trigonométrica y polindmica).
Se presenta la mas diversa combinacion de ellas. Por ejemplo, encontramos

i +x+1+4x2 —x +1
x+x2+1

estudiar )161_{1; S (x). Destacamos que f{x) no corresponde a una funcién racional,

expresiones del estilo: S(x)= en la que se solicita

ni irracional en sentido estricto. El estudio de esta tarea implica una combinacién
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del hacer de las tareas: 153 , ‘Ei 4y le, 5 . No hay oportunidad del estudio de

tareas que permitan analizar las caracteristicas de familias de funciones y, luego,
realizar sintesis sobre el comportamiento de ellas. Esta presentacién no hace
mds que acentuar la tendencia de concentrar las técnicas en la resolucion
algebraica, més que el estudio del limite de determinado tipo de funciones.

En el material para las CP, destinado al estudio del limite funcional, se
presentan tareas ejemplares relativas a los géneros de tarea: Calcular 'y
Demostrar, pero se excluyen tipo de tareas que compongan al género
Representar grdficamente. Inferimos que para los profesores es importante
estudiar técnicas relativas al como calcular el limite y como demostrar el limite
por definicién. Destacamos, también, que dentro de esta introduccion, todas las
tareas ejemplares hacen referencia al estudio del limite cuando x = x,, por lo
que se atenua la relevancia del estudio del limite cuando x — ©0.

Al comparar los contenidos propuestos en los materiales para las CT y
CP, observamos que las definiciones que se presentan no difieren, pero existen
discrepancias en cuanto al estatus que se le otorgan a ciertas componentes de la
OM. Por ejemplo, con relacidn al material para las CP, se enuncia la definicién
de limites laterales del siguiente modo:

Definicion de limites laterales
Los valores de la funcién f tienen como limite por la derecha al nimero real L en el punto x, si y sélo si: "Para
todo & >0 existeun & >0 tal que si x, < x < x, + &, entonces |f(x) —L| <¢&".Sedenota lim =lim f(x).

oy
Los valores de la funcién f tienen como limite por la izquierda al niimero real L en el punto x, si y sélo si: "Para
todo & > Oexiste un & >0 tal que si x, - & < x < x,, entonces |f(x) —L| <&". Sedenota lim =lim f(x).

x

-y x<xy
Si los valores de una funcion admiten al mismo nimero real como limite por la derecha y por la izquierda de un
punto x,, entonces la funcidn tiene limite finito en xo.

Al finalizar la definicidn, se indica lo siguiente: Si los valores de una
funcion admiten al mismo niimero real como limite por la derecha y por la
izquierda de un punto x, entonces la funcion tiene limite finito en x, Este
enunciado es una proposicion, y forma parte de las tareas que conforman a I'!
de la OM, (definida en la OM,). En el material para las CP no se destaca la
proposicién como tal, por lo que atenda la relevancia que tiene este enunciado
dentro de la OM. En cambio, dicho enunciado se destaca como proposicion en
el material para las CT, aunque, dentro de la OM efectivamente ensefiada esta
proposicion se encuentra nuevamente desvalorizada, pues se enuncia y se usa,
no se demuestra (CORICA; OTERO, 2009).

Con relacion al estudio de la continuidad funcional, en la introduccion
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del material para las CP, se incorpora una serie de tareas ejemplares relativas al
género: Analizar funciones, excluyendo tipo de tareas que compongan al género
Representar grdficamente. Todas las tareas ejemplares propuestas remiten a
presentar diferentes casos por los que una funcién podria ser discontinua. Se
indica, en forma explicita, el punto problematico y la técnica para resolver. Los
ejemplares de tareas hacen explicito casos a los que se podrian enfrentar los
estudiantes al resolver el tipo de tarea: Analizar la continuidad de funciones
en un punto x,. Consideramos que esta presentacion fortalece el aprendizaje
de como dar respuestas mas que aprender a preguntarse. Los ejemplos propuestos
se transforman en una guia para los estudiantes al momento de resolver las
tareas, pues basta con encasillarlos en algin ejemplar de los indicados y seguir
los pasos para resolver. A los estudiantes se les brinda informacién
predeterminada: enfrentarse a los problemas y proponer los diferentes prototipos
de tareas a los que se pueden enfrentar, a partir del andlisis de su hacer, no
formaria parte de sus responsabilidades.

Destacamos que en el material para las CP, destinado al estudio de la
continuidad funcional, se omiten tareas que remitan al género Demostrar. Esto
desvanece el intento por introducir a los estudiantes a demostrar gestado en el
material destinado al estudio del l1imite funcional.

Concluimos en que esta presentacion del material en tedrico y practico
instala la ficcién de existencia de dos saberes mateméticos: uno tedrico y otro
practico, donde algunas de las nociones que componen al saber tedrico son
usadas en el saber practico. Esta presentacion sugiere que las nociones se definen
para su uso y no por su uso, es decir, el bloque tecnoldgico — tedrico se presenta
como el medio que dicta los contenidos al bloque practico — técnico. Este dltimo
tiene una incidencia nula en la constitucion del bloque tecnolégico - tedrico, pues
no contiene cuestiones relevantes para que se convierta en engendrador del
mismo.

A partir del estudio realizado al material disefiado por los profesores,
caracterizamos la OM a enseiiar. Para ello, trabajamos sobre los tipos de tareas
definidos, las técnicas para poder ser resueltos y el entorno tecnolégico que se
indica en el material. En el esquema 2 sintetizamos la organizacion.
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= OMPy OMP,
T Caleular el limite de fimciones cuando T.: Cadeular el limite de funciones cuando
X —Xp X —» 0
OMP;

T': Demostrar que el limite de la funcion £x)
es 1 cuando x tiende aun valor redl fivito y
hallar para ciertos valores de cel
correspondiente valor de &

OMP,
T': Trazay la grdfica de funciones

OMPs OMPg
- T':Andlizar la continuidad T': Andlizar la continuidad
- de una funcion en su dominio de funciones en un punto xo
' natural
1
i
'
: OMP,
""""""""" > T': Analizar los ceros de una
funcion

Esquema 2 - Organizacién matematica a ensefiar

La OM a ensefiar es una OM que se define por siete OM. En
comparacién con la OM, descripta, estas OM son OM Puntuales (OMP?).
Estas organizaciones son generadas por lo que se considera en la institucion
como un Unico tipo de tarea, y esta definida a partir del bloque préctico-técnico
(CHEVALLARD, 1999).

Las OMP, y OMP, comparten el mismo género de tareas que es
Calcular. El tipo de tarea que define a OMP| es: T*: Calcular el limite de
Junciones cuando x => x,, mientras que el tipo de tarea que define a OMP, es:
T}: Calcular el limite de funciones cuando x—» . La cuestién generatriz
asociada a estos tipos de tareas es: Q. ;Como calcular el limite?

Consideramos que las técnicas necesarias para realizar 7, son
justificadas, es decir, al menos en el material tedrico se mencionan los elementos
tecnoldgicos inmediatos que justificarian su hacer. Con relacién a la OMP,
consideramos que tiene un entorno tecnoldgico insuficiente, pues
supuestamente 7, puede ser abordado a partir del Algebra de limites de
funciones*, pero, en los enunciados que se presentan en el material teérico, no

? Identificamos a cada OMP como OMP;, donde x toma valores numéricos para distinguir cada OMP que se
define.
4 Algebra de limites de funciones
a) Sea f'y g dos funciones definida en todos los puntos de un intervalo abierto (a, b) que contiene a x,, salvo
quizds en el mismo x, y tales que /; =lim f(x) y [, =lim f(x) entonces

x—x xox

Dm0+ ) =14 +4, i) im[f(x)-g)] = i, i) lim [%]:f—‘ con I, #0
XX, X=X, =y | g(x )

b) Proposicion 1. Vinculacion entre el limite de sucesiones y limite de funciones.
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se explicita si estas propiedades son validas cuando x— oo. Ademads, para realizar
este tipo de tareas, es necesario recurrir al siguiente teorema:

. 1 . 1
Sea r cualquier entero positivo, entonces: ) hm; =0 i) 11m; =0

X400 X—>—o0

El teorema es ignorado en el material tedrico, en consecuencia el entorno
tecnoldgico es insuficiente para realizar 7). Esto mismo trasciende a la OM
efectivamente ensefiada (CORICA; OTERO, 2009).

Con relacion a la OMP,, queda definida por TI': Demostrar que el
limite de la funcion f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito y hallar
para ciertos valores de &€ el correspondiente valor de 0, y la cuestion generatriz
asociada es Q,: ;Como determinar un intervalo en que el limite de la funcion
sea | cuando x = x,? Inferimos que el propdsito de Tl1 es introducir a los
estudiantes a la actividad de demostrar y consiste en hallar un intervalo en torno
ax,, para el que exista el limite conjeturado. Aqui, todas las tareas que componen
ésta organizacidon procuran hallar dichos intervalos para afirmaciones de
existencia del limite que son verdaderas, pero no se presentan tareas donde las
afirmaciones de existencia del limite sean falsas, pues enfrentarse a esta situacion
requiere de otras técnicas para la interpretacion de los resultados. Ademas, Tl1
se gestaen la OM a ser ensefiada con el propdsito de involucrar a los estudiantes
a la tarea de demostrar, pero dicha intencién no sobrevive en la OM
efectivamente ensefiada. El andlisis de las técnicas empleadas por los profesores

Sea funa funcioén definida en todos los puntos de un intervalo abierto (a, b) que contiene a x,, salvo quizds en el
mismo x,, entonces es lim f(x )=/ <> para toda sucesién (x,,) s tal que limx, =x, (conx, = x, ) vale que
X=X, = = n— 00

lim f(x, )=

¢) Proposicion 2
Sean f'y g funciones definidas en todos los puntos de un intervalo abierto (a, b) que contiene a x,, salvo quizds en
el mismo x y tales que
[, =lim (x) y [, =lim g(x), entonces:
XX XX

i) lim(In f(0)) =Inl, y i) lim[f (0] =4

d )Proposicion 3

Sea g una funcién definida en todos los puntos del intervalo abierto (a, b) que contiene a xo, salvo quizds en el
mismo x y tal que:

8(x) #y,

parax # xp y limg(x) =y,

Sea funa funcién definida en todos los puntos de un intervalo abierto (c, d) que contienen a y,, salvo quizds en el
mismo Yy, tal que:
lim f(y)=1 entonces lim f(g(x) =1

Y=Y
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para realizar las tareas, indica que se reducen a determinar un intervalo en el
que la funcién tomaria un valor dado, sin completar tal demostracion. Este
proceder es funcional a una tarea constitutiva del género Calcular, es decir, Tl1
se transforma en: Hallar un intervalo del dominio de funciones tal que el
limite sea | cuando x tiende a un valor real finito (CORICA; OTERO,
2009).

La OMP, se define a partir de T’ Trazar la grdfica de funciones, y
la cuestion generatriz asociada es Q.: ;Como trazar la grdfica de una funcion
conociendo su comportamiento en torno a un punto? El tipo de tareas que
compone a esta organizacion tiene como objetivo partir de la nocién del limite de
una funcién cuando x => x,, y conociendo ciertos valores de tendencia de la
funcién, o puntos de discontinuidad de la misma, aproximar su representacion
grafica. Destacamos que no se informa en la tarea del comportamiento de la
funcién cuando x— oo, reduciendo el estudio s6lo al comportamiento de la funcién
en ciertos puntos x;. Esto pone nuevamente en evidencia la importancia otorgada
al estudio de las funciones en torno a puntos y no en el infinito.

También, con relacion a la OMP,, se observan desconexiones entre las
tareas propuestas en el material destinado al estudio del limite y la continuidad
funcional. Pues, en ambos materiales se proponen tareas relativas a 7. Sin
embargo, para el estudio de la continuidad, se propone representar funciones
involucrando sélo nociones de continuidad y desaprovechando lo estudiado para
el limite de funciones.

La OMP, queda representada por el tipo de tarea T,": Analizar la
continuidad de una funcion en su dominio natural, y tiene como cuestién
generatriz asociada Q. ;Cémo estudiar la continuidad? Esta OMP tiene
como propdsito abordar tareas que impliquen el estudio de la continuidad en el
dominio natural de las funciones. Para ello, el entorno tecnoldgico — tedrico es
parcialmente explicitado en el material para las CP, pues para realizar algunas
de las tareas que la conforman, relativas a la composicién de funciones, se
propone:

Proposicion: Continuidad de la funcion compuesta
Sean f'y g funciones de R en $R. Si f'es una funcion continua en x, y g una funcion

continua en f{x,), entonces la funcion compuesta (gof)(x) es continua en x,.

Destacamos que no se hace ninguna mencion respecto a la validez de
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esta proposicion para el estudio de la funcién en su dominio natural. Ademads,
pararealizar el tipo de tareas que compone a la OMP, se requiere de las siguientes
proposiciones, las que no son mencionadas en ninguno de los materiales
estudiados:

1. Toda funcién polinémica es continua.

2. Una funcién racional (cociente de funciones polindmicas) es continua en todos
los puntos en donde el denominador es distinto de cero.

3. Si a>0, la funcién f{x) = a* definida de R — R es continua.

El tipo de tarea que conforma a la OMP, es T *: Analizar la continuidad
de funciones en un punto x, y comparte la misma cuestién generatriz que la
OMP.. El entorno tecnoldgico que justifica el hacer de la OMP,, se encuentra
explicito s6lo en el material para las CP. Para realizar T *, es necesario emplear
técnicas que emergen de OMP . Esto evidencia articulaciones entre las OMP,
y OMP,, recobrando sentido el estudio de la OMP,.

Finalmente, el tipo de tareas que conforma a la OMP, es T.*: Analizar
los ceros de una funcion en intervalos cerrados, y la cuestion generatriz
asociada es Q.:;Como establecer la existencia de los ceros de una funcion
de variable real? El propésito de T.* es estudiar la existencia de ceros en
intervalos del dominio de la funcién, més que poderlos hallarlos exactamente. El
entorno tecnoldgico — tedrico que justifica el hacer de 7%, se explicita tanto en
el material para las CP como para las CT. En esta tltima OMP encontramos
conexiones con la OMP,, pues el tipo de tareas que compone a la OMP, requiere
de algunas de las técnicas desarrolladas en la OMP,

Hemos presentado resultados relativos a la OM a enseiiar, donde
identificamos una serie de OMP, desarticulaciones entre ellas y deficiencias en
el entorno tecnolégico. Este estudio fue ampliado a partir del anélisis de la OM
que, efectivamente, se acaba por estudiar en el curso (CORICA; OTERO,
2009, 2010). De esta investigacién destacamos que las tareas que aqui se
engloban bajo el género demostrar, en la OM efectivamente ensefiada se
transforman en tareas relativas al género calcular. Aparecen, también, aquellas
relativas a definir y a demostrar teoremas y proposiciones, que forman parte del
entorno tecnoldgico de la organizacion.
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7 Conclusiones

Se analiz6 el programa del curso y el material editado por los profesores
con fundamento en la Teoria Antropolégica de lo Didéctico, y empleando la OM
de referencia concebida por los investigadores. La TAD es un poderoso
referencial que posibilita el andlisis de estas caracteristicas metodoldgicas.

Al comparar el programa del curso con el material disefiado por los
profesores y como consecuencia de la textualizacion realizada por los docentes
del propio curso, se observa como desarticulan las OM a enseiiar relativas al
limite y la continuidad de funciones, generando lo que Chevallard (1985) denomina
ficcion del saber.

El anélisis de los tipos de tareas que aparecen en el material editado por
los profesores, permitié identificar 7 OM estructuradas alrededor de un tnico
tipo de tareas. Esto contrasta con las 16 OM que propusimos en la OM de
referencia. El conjunto de tareas que se proponen estudiar definen a OM
desarticuladas, reducidas al nivel de los temas. S6lo existe una débil conexién
entre algunas de ellas, pero en ningtin caso se formulan tareas que conduzcan a
la elaboracién y validacién de elementos tecnoldgicos. Este fendmeno es atribuible
al proceso de transposicion didictica, y se origina en la necesidad de que todo
saber enseflado aparezca como definitivo e incuestionable. Dicha necesidad se
contrapone con la dindmica de cualquier proceso de estudio que supone retomar
las organizaciones matemadticas estudiadas anteriormente para mostrar sus
limitaciones y contradicciones, y reestructurarlas e integrarlas en organizaciones
cada vez mds amplias y complejas. Otra de las causas de este fendmeno serfa
atribuible a las restricciones impuestas por el tiempo didactico y a la exigencia
de un aprendizaje rapido, en un tiempo muy limitado, en correspondencia con la
exigencia cultural del aprendizaje instantaneo.

Esta forma de estructurar el curso en clases tedricas y précticas, y en
base al andlisis realizado sobre el material editado por los profesores, se concluye
que, los estudiantes tendrian el primer encuentro con las definiciones y teoremas
en las clases tedricas. Mientras que las tareas para las clases préicticas estarian
disefiadas con el propdsito de aplicar los saberes de las clases tedricas, y no
para cuestionar los elementos tecnoldgicos y las técnicas propuestas. Aqui se
interpreta que la actividad de resolver tareas es secundaria dentro del proceso
didactico global y auxiliar en el aprendizaje de las teorfas. No juegan ningin
papel importante en su constitucion ni en su estructura. Interpretamos que las
tareas para las clases practicas se pueden utilizar para aplicar, ejemplificar o
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consolidar las nociones tedricos e, incluso, para motivarlas, introducirlas o
justificarlas pero, en cualquier caso, estas funciones son consideradas como
meramente pedagdgicas, en el sentido de no constitutivas del conocimiento
matematico. La caracteristica esencial del curso bajo estudio es que se ignora
absolutamente los procesos de la actividad matemdtica como tal y, como
consecuencia, no se concede ninguna importancia, tanto epistemolégica como
didactica, a la génesis y el desarrollo de los conocimientos matematicos.

Un proceso de estudio superador al que produce el estudio de la OM a
ensefiar requiere, al menos, de una reorganizacién de dicha organizacién. Es
necesaria una organizacion diddctica con caracteristicas especificas.
Consideramos que, en principio, estas caracteristicas se sintetizan en
correspondencia con los momentos didacticos propuestos en la TAD. Es necesario
que se propongan tareas que sean la razén de ser de la organizacion, y que le
permitan, al estudiante, elaborar técnicas para su hacer y, a su vez, cuestionarlas
y modificarlas. Y, es necesario que el entorno tecnoldgico no se presente para
su uso, sino que emerja del conjunto de tareas que se proponen estudiar en el
curso. Una dindmica de estudio con las caracteristicas mencionadas produciria
cambios en el lugar del profesor y del alumno y en sus respectivas relaciones al
saber matematico, nuestros futuros trabajos se dirigen a analizar su viabilidad.
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