ISSN 0103-636X

Analisis de un Proceso de Estudio sobre la
Ensenanza del Limite de una Funcion

Analysis of a Process of Statement on the Teaching of
the Limit of a Function

Angel Contreras de la Fuente"
Manuel Garcia Armenteros™
Viceng Font Moll™

Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo analizar la estructura y funcionamiento de una
clase de matematicas en la que se ensefia el limite de una funcion de una forma intuitiva'
en el primer curso del Bachillerato?. Este andlisis se basa en el enfoque ontosemiético del
conocimiento y la instruccién matemadtica y estd pensado para describir, explicar y
valorar procesos de estudio matematico en el aula. El principal resultado es llegar a una
valoracién fundamentada de la idoneidad didactica del proceso de estudio analizado.
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! Se entiende por forma intuitiva en la ensefianza del limite de una funcién por aquella que no entra
en la formalizacién del limite mediante d y €.

2 Primer curso del Bachillerato espafiol (estudiantes de 16 afios).
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Abstract

This current study aims to analyze the structure and development of a math class that
teaches the limit of a function in an intuitive way in the first year of high school. This
analysis is based on the onto semiotic approach of knowledge and of mathematical
instruction. It intends to describe, explain and evaluate the processes of mathematical
education in the classroom. The main result is to reach an evaluation based on the
didactic suitability of the process of instruction analyzed.

Keywords: Limit of a Function. Epistemic Way. Semiotic Conflict. Didactic Suitability.
1 Introducciéon

En Planas e Iranzo (2009), se argumenta la importancia de introducir
casos reales de aula que contribuyan a deconstruir e interpretar la clase de
matematicas, desde la doble perspectiva de los contenidos y de la interaccion
social. Este trabajo se ha tenido en cuenta en la organizacion del presente escrito.
Se trata de un modelo tedérico que presenta diversos niveles de anlisis, elaborado
para describir, explicar y valorar procesos de instruccién matemaética. En primer
lugar, presentamos los significados institucionales del limite de una funcién, lo
cual responde a la pregunta ;en qué nos basamos para estudiar la ensefanza del
limite? En segundo lugar, se exponen herramientas para analizar las interacciones
profesor-alumno en el aula, que responden a la pregunta ;qué vemos durante
los procesos de interaccion en el aula? Por ultimo, se utilizan dtiles para poder
efectuar una valoracién de la ensefianza para responder a ;qué se deberia
mejorar?

El marco tedrico en el que nos basamos es el enfoque ontosemidtico de
la cognicién e instruccion matemdtica (CONTRERAS et al., 2005; GODINO;
CONTRERAS; FONT, 2006; D’AMORE; FONT; GODINO, 2007; FONT;
CONTRERAS, 2008; FONT; PLANAS; GODINO, 2010; CONTRERAS;
GARCIA, 2011). Se trata de un modelo teérico en el que se interrelacionan
presupuestos ontolégicos, semidticos y socioconstructivistas, de caracter
matematico, para el analisis de procesos de interaccion en el aula.

Este trabajo, basado en el trabajo de tesis doctoral de Garcia (2008),
tiene como objetivo general describir una parte del proceso de estudio de una
clase de primero de Bachillerato sobre el objeto limite de una funcién, por medio
de las trayectorias epistémica e instruccional, dedicando especial atencion a la
descripcion y explicacion de los conflictos semidticos detectados y a las técnicas
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cronogenéticas y topogenéticas detectadas en clase. Dicha descripcion se utiliza
para realizar una valoracién parcial de la idoneidad del proceso de estudio. El
articulo se estructura en siete apartados, el primero de los cuales es la
introduccién. En el segundo apartado se describen los antecedentes de la
investigacion. En el tercero se describen los elementos tedricos que se incorporan
del marco conceptual. En el siguiente apartado se extraen los significados de
referencia del limite funcional. A continuacién se desarrolla el corpus del trabajo,
es decir, el significado implementado verdaderamente en el aula, estudiando las
trayectorias epistémica e instruccional. Los dos tltimos apartados se dedican a
la valoracién del proceso de estudio y las conclusiones.

2 ;En qué antecedentes nos basamos?

Son numerosas las investigaciones sobre las consecuencias de la
ensefianza del limite de una funcién. En este trabajo nos centraremos en las
correspondientes al Advanced Mathematical Thinking (AMT) debido a que
representa el marco conceptual mas desarrollado en cuanto a dicho concepto.
En esta linea de investigacion es un antecedente, ya clasico, el trabajo de Vinner
y Tall (1981), en el que se aplica este marco tedrico a los conceptos de limite y
continuidad a fin de estudiar los factores causantes del conflicto cognitivo
originado por la ruptura entre el concept image y el concept definition del
alumno.

Por otra parte, Tall (1991, 1992, 1994, 1995), después de realizar un
breve andlisis de la ensefianza del Calculo en diversos paises, estudio las
dificultades de los estudiantes en cuanto a su comprension de los conceptos del
Calculo Infinitesimal, buscando las causas de dichas dificultades en cuanto al
limite, y postulando que su triple representacion (grafica, numérica y simbdlica)
es imprescindible para el aprendizaje del concepto.

La corriente investigadora que mas desarrollo ha tenido, dentro del AMT,
es la seguida por Dubinsky (1996), la cual, basdndose en determinados constructos
de la teoria de Piaget - abstraccion reflexionante, accion, esquema - ha creado
la teorfa APOE (accidn, proceso, objeto y esquema). Siguiendo esta corriente,
en Cottrill et al. (1996), después de realizar una estudio critico de la literatura
sobre el concepto de limite, desde la dicotomia del limite como proceso dindmico
0 como proceso esttico, se efectia una descomposicién genética del limite
basada en los términos de dicha teoria, se aplica a la ensefianza una revision de
la descomposicion genética y, por dltimo, se discuten las observaciones realizadas.
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Williams (2001), utilizando la metodologia de repertory grids, dentro de
un marco tedrico de las metdforas especificas conceptuales y la extension del
significado, estudid las intuiciones de los estudiantes acerca del limite, por medio
del andlisis de las respuestas a un cuestionario y a entrevistas. Las conclusiones
detectaron que las dificultades conceptuales sobre el limite pueden explicarse,
en parte, por la anulacion del infinito actual de la matematica moderna, al intentar
eliminar artificiosidad y paradojas matematicamente complejas.

Przenioslo (2004), estudia las imdgenes mentales acerca del concepto
de limite en 238 estudiantes de tercer, cuarto y quinto curso de estudios
matematicos, y en 182 estudiantes que comenzaban dichos estudios. Se utilizaron
analisis de testes escritos, asi como observaciones sobre las discusiones entre
grupos de alumnos y, por tltimo, se realizaron entrevistas. Se identificaron varias
clases de imagenes sobre el concepto de limite: aproximacién grafica,
aproximacion estimada, el limite como valor de la funcién en un punto y el limite
considerado como un algoritmo de calculo.

Los puntos de vista cognitivos tienen una opcién muy definida por los
enfoques centrados en el individuo y por la utilizacién de elementos de analisis
desarrollados por la psicologia. Este tipo de estudios, al estudiar la subjetividad
de alumnos y profesores, son cuestionados por los partidarios de considerar la
dimensidn social en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Una de las criticas
mads importantes se basa en el hecho de que la tradicién psicologista no tiene
suficientemente en cuenta el aspecto social, olvidando, ademads, los aspectos
semidticos. Como puntualiza Artigue (1998, p. 248): “La evolucion global de la
didéctica contribuye a situar las cuestiones institucionales y culturales en escena,
a poner el acento sobre los instrumentos, especialmente los de naturaleza
semidtica, en el sentido amplio del trabajo matematico.” Es en esta perspectiva
en la cual hay que situar el trabajo que aqui se presenta.

En Kidron (2008), se desarrolla una investigacién sobre la
conceptualizacién de la nocién de limite, utilizando diversos enfoques tedricos,
desde la teoria del procept hasta el modelo de la abstraccion en contexto, pasando
por la teorfa de la instrumentacién. El limite se considera como un proceso y
como un concepto, y se llega a la conclusion de que los estudiantes ven el
concepto de limite como un proceso infinito potencial. El estudio se realizé con
alumnos de primer afo de universidad, utilizando recursos informaticos.

En Da Silva (2009) se identifican y caracterizan las concepciones de los
alumnos de ensefianza secundaria sobre el infinito a través de un cuestionario
planteado a 829 alumnos de este nivel. Los resultados muestran una amplia
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diversidad en las concepciones respecto al concepto, asi como algunas
dificultades importantes. Lo cual es 16gico si se tiene en cuenta que, tal y como
se define en Da Silva (2009, p. 125): “el infinito actual es aquel que puede ser
concebido como una entidad completa, o sea, todos sus elementos pueden ser
pensados en un acto unico”. En particular, las respuestas incorrectas mas
elevadas de los estudiantes se corresponden con la cardinalidad de los conjuntos
infinitos, lo que estd de acuerdo con Waldegg (apud Da Silva, 2009, p. 138) al
seflalar: “el establecimiento de una biyeccidn entre un conjunto infinito y una
parte propia es un obsticulo muy dificil de superar para comprender los conjuntos
infinitos”.

Roh (2008, 2010) estudia las imagenes de los alumnos y su comprension
de la definicién de limite de una sucesion, analizando las imdgenes mentales que
tienen bajo un punto de vista dindmico que han de movilizarse antes del método
formal de ensefianza del limite. Se demostré que las imigenes dindmicas
incompletas obstaculizan a los estudiantes una adecuada comprension de la
definicién analitica del limite, es decir, se muestra que la comprensién de la
definicion del limite esta estrechamente relacionada con la existencia, o no, de
imagenes previamente construidas sobre los limites.

3 ¢Qué elementos conceptuales tomamos del marco tedrico?

Como ya se ha indicado, el marco tedrico que utilizamos es el enfoque
ontosemi6tico (EOS) sobre el conocimiento e instruccion matemética. El punto
de partida del EOS es la formulacion de una ontologia de objetos matematicos
que tiene en cuenta el triple aspecto de la matemadtica como actividad de
resolucion de problemas, socialmente compartida, como lenguaje simbdlico y
sistema conceptual l6gicamente organizado.

Tomando como nocién primitiva la de situacién problematica, se definen
los conceptos tedricos de practica, objeto institucional y significado, con el fin de
hacer patente y operativo, por un lado, el triple cardcter de la matematica a la
que hemos aludido, y por otro, la génesis institucional del conocimiento matematico.

Consideramos practica matematica a toda actuacién o expresion (verbal,
grafica,...) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar
a otros la solucién obtenida y validarla o generalizarla a otros contextos y
problemas. Las practicas pueden ser idiosincrdsicas, de una persona, o
compartidas en el seno de una institucién. Una institucion esta constituida por
las personas involucradas en una misma clase de situaciones probleméticas; el
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compromiso mutua con la misma problemdtica conlleva la realizacién de unas
practicas sociales que suelen tener rasgos particulares y son generalmente
condicionadas por los instrumentos disponibles en la misma, sus reglas y modos
de funcionamiento.

En el estudio de las matematicas, mas que una practica particular ante
un problema concreto, interesa considerar los sistemas de practicas (operativas
y discursivas) puestos de manifiesto por las personas en su actuacién ante tipos
de situaciones problematicas.

3.1 Tipos de significado

Se entiende por significado de un objeto institucional al sistema de
précticas institucionales asociadas al campo de problemas de los que emerge
dicho objeto en un momento dado. Existen diversos tipos de significado, aunque
en este trabajo nos centraremos en el significado institucional de referencia y en
el significado institucional implementado.

Cuando un profesor planifica un proceso de instruccién sobre un objeto
matemdtico para un grupo de estudiantes, comienza por definir lo que es dicho
objeto para las instituciones matematicas y didacticas. Acudird, por tanto, a los
textos matemadticos correspondientes, a las orientaciones curriculares, y, en
general, a lo que los expertos consideran que son las pricticas operativas y
discursivas inherentes al objeto que se fija como objeto Instruccional. Asimismo,
el profesor usard sus conocimientos personales previamente adquiridos. Todo
ello constituye un sistema de pricticas que designamos como significado
institucional de referencia del objeto.

Por otra parte, teniendo en cuenta que lo que se planifica para el aula no
exactamente se pone en prictica (puesto que las interacciones profesor-alumnos
y alumnos-alumnos hacen que se introduzcan nuevos ejemplos, se obvien otros,
se aborden nuevas cuestiones,...) y con el fin de introducir como objeto de
investigacion estos procesos de cambio en los significados institucionales, interesa
hablar del significado implementado como el sistema de précticas (operativas y
discursivas) que efectivamente tienen lugar en la clase de matematicas, las
cuales servirdn de referencia inmediata para el estudio de los alumnos y las
evaluaciones de los aprendizajes.
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3.2 Configuracion epistémica. Interacciones y conflictos

Cuando un sujeto realiza y evaltia una practica matemadtica es necesario
activar un conglomerado formado por algunos (o todos) de los siguientes
elementos:

- Lenguajes: se introducen notaciones y representaciones graficas.

- Situaciones-problema: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de

problemas, o se proponen ejemplos.

- Procedimientos: se aborda el desarrollo o estudio de una manera de

resolver problemas.

- Conceptos: se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos

en juego.

- Proposiciones: se enuncian e interpretan propiedades.

- Argumentos: se justifican las acciones adoptadas o las propiedades

enunciadas.

A este conglomerado formado por dichos elementos, necesario para la
realizacion y evaluacion de las practicas, en el EOS se le llama configuracion
epistémica.

Cuando el profesor aborda la ensefianza de un objeto matematico, pone
en juego también el conglomerado de los elementos anteriores y sus actuaciones
constituyen la configuracién docente. Asimismo los alumnos en sus respuestas
a las tareas propuestas usan dichos elementos y los resultados que obtienen
constituyen lo que denominamos configuracién discente.

Es decir, junto con la configuracion epistémica hay que considerar las
configuraciones docente y discente, constituyendo todo ello la configuracién
didactica. En cada proceso de estudio, se produce una trayectoria de
configuraciones didcticas que, a su vez, se descomponen en trayectorias mas
especificas, cuyo andlisis lleva a la comprension global de la trayectoria didactica
en su conjunto.

La herramienta configuracion didictica permite realizar un anélisis
detallado de los procesos de instruccion matemdtica. Conviene, sin embargo,
partir de configuraciones didécticas tedricas de referencia. Por ello, en el EOS
(Godino, Contreras y Font, 2006) se consideran cuatro tipos tedricos, que se
designan como configuraciones adidactica, magistral, dialégica y personal. En
este trabajo, la configuracién didéctica que se analiza se aproxima al modelo
tedrico “configuracion dialégica”. En dicho tipo de configuracion el profesor se
encarga de la formulacién y validacién, mientras que los alumnos se
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responsabilizan de la exploracion. La institucionalizacion tiene lugar mediante
un didlogo entre el docente y los alumnos, quienes han tenido ocasién de asumir
la tarea, familiarizarse con ella y posiblemente de esbozar alguna técnica de
solucion.

Las trayectorias especificas que consideramos pueden agruparse en
dos: trayectoria epistémica y trayectoria instruccional (docente y discente). La
trayectoria epistémica es la distribucion temporal de précticas, objetos y procesos.
La trayectoria Instruccional es la distribucién de las acciones docentes y discentes
en la instruccién. Por dltimo, dentro de las configuraciones, se producen conflictos
semidticos, entendiendo por éstos a cualquier disparidad o discordancia entre
los significados atribuidos a una expresién por dos agentes (personas o
instituciones).

En todo proceso de estudio se produce una interaccion didactica profesor-
alumno en el que se establecen unos comportamientos cuyo estudio es necesario
aflorar.

Por un lado, se dan elementos que estin relacionados con la direccion
de la clase por parte del profesor que, segin Sensevy (2000), constituyen las
técnicas topogenéticas. A lo largo de la investigacion se han detectado dos técnicas
topogenéticas: una, la cooperacion (cuando el profesor y los alumnos construyen
el saber en interaccion); la otra, la diferenciacion topogenética (cuando el profesor
hace preguntas y los alumnos responden, el profesor consensia las respuestas
de éstos e instituye el saber).

Por otro lado, los momentos en que se construye el saber son importantes
ya que en el desarrollo de una clase se dan avances, retrocesos y cambios de
fase, que hay que detectar y analizar. Sensevy (2000) denomina a estos momentos
técnicas cronogenéticas. En esta investigacién se han detectado las siguientes
técnicas cronogenéticas: demora o ralentizacién del saber (son momentos en la
clase en los que hay preguntas y respuestas entre el profesor y los alumnos);
afirmacién del avance del saber (en un momento determinado el profesor
considera que se puede institucionalizar el saber); y, cambio de fase (momentos
en que el profesor pasa de una cuestion o problema determinado a otra cuestién
u otro problema).

3.3 {Qué significados de referencia utilizamos en la ensefianza del limite?

Se han caracterizado tres significados de referencia que son los que se
han tenido presentes a lo largo de la investigacion. A continuacién, comentamos
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brevemente dichos significados.

Significado grdfico, en el que el estudiante responde con motivos
relacionados con la representacion gréifica de funciones al concepto de limite de
una funcién y estd relacionado con los significados histéricos geométrico y
preinfinitesimal.

El significado geométrico corresponde a la etapa griega y en €l se
estudian entidades primarias (situaciones, lenguaje, procedimientos, conceptos,
proposiciones y argumentos) y conflictos semidticos, concibiendo el limite segiin
el axioma de continuidad cuyo precedente se encuentra en Anaxdgoras, cuando
sefiala que: “[...] en lo pequeio no existe lo extremadamente pequefio, sino algo
cada vez mds pequeiio. De igual modo, en lo grande siempre hay algo mas
grande” (GONZALEZ, 1992, p. 21).

El significado preinfinitesimal utiliza razonamientos infinitesimales, es
decir, aspectos relacionados con los infinitamente pequefios, pero muy imbricados
con la metafisica. Asi, por ejemplo, Galileo en su obra Discursos que se refieren
a las ciencias nuevas recompone las magnitudes continuas por medio de los
indivisibles (las lineas estan formadas por puntos).

Asi, por ejemplo, cuando un estudiante responde con el significado de
referencia gréfico a la idea de que lim f(x) = 2, segiin la gréfica que sigue:

Figura 1 - Asintota horizontal

estd utilizando la idea de Anaxdgoras, asi como la idea de Galileo, ya
que se acerca la grafica de la funcidn a la asintota con distancias cada vez mas
pequefias y, por otro lado, los puntos que forman la grafica de la funcién y los
que forman la asintota cada vez estdn mas préximos conforme x tiende a mas
infinito.

Significado infinitesimal, que estd asociado a la idea de aproximacién
intuitiva numérica, de modo no ostensivo, obteniéndose el cilculo del limite al
sustituir la variable x por el valor al que tiende el limite.

Es decir, el estudiante sustituye directamente la variable x por un valor
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concreto a, despreciando aproximaciones del tipo a + d y a - §, donde & es un
infinitésimo. Histéricamente, este hecho se corresponde con el método de
adigualdad de Fermat, cuando, en su obra Método para la investigacion de
mdximos y minimos, pasa de la expresiéon b ~ 2a+e a la expresion b=2a,
suprimiendo directamente e por ser un infinitésimo que tiende a cero
(GONZALEZ, 1992, p. 144).

Significado numérico, en el que los alumnos utilizan tablas de variacién
dando valores a la variable independiente, a partir de los cuales aparecen los
valores de la funcién. Esto obliga al alumno a estimar, por ejemplo, los valores,
cuando x tiende a mds infinito, de fracciones que tienden a cero segtn las
potencias de la variable independiente x, es decir, hay que comparar la expresion

£ del ti a
—conotras del tipo —37 o 3.
X PO Oy

Histéricamente corresponde al significado numérico del limite cuando
Moigno, por ejemplo, en sus Lecons de calcul differéntiel et de calcul intégral,
determina las reglas sobre el orden de una cantidad infinitamente pequea.

Tanto el significado métrico-analitico como el topolégico de Haussdorf,
al tratarse de la ensefnanza del limite de forma intuitiva, no son utilizados por los
alumnos en el nivel de primero de Bachillerato, por lo que no se han tomado
como referencia.

4 La sesion de clase

La sesion de aula (ver su transcripcion en el Cuadro 1) tuvo lugar en
una clase de matematicas de primero de bachillerato, con 17 estudiantes de 15
y 16 afios, en un Instituto de Educacién Secundaria de un pueblo cercano a
Jaén, Espafia. El profesor tiene 25 afios de experiencia docente en el nivel de
secundaria y 12 como profesor de universidad. La sesién dura 45 minutos y
ocurre la sexta semana del tercer trimestre del curso. El concepto que se estudia
es el de limite en el infinito y el profesor desarrolla la idea intuitiva del limite en
el infinito. Son alumnos que no han trabajado en cursos anteriores la nocién de
limite y, por tanto, no han tenido contacto con la idea de limite de una sucesion.
No disponen de calculadoras en la clase.
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Unidad de analisis 1: Idea intuitiva de limite en el infinito.

La clase comienza con la revision de 4 graficas de funciones en las que se pedia el limite de la funcién
representada cuando x tiende a infinito (Iimites en el infinito).

1. Profesor: ; Tenéis hechos los limites de las 4 funciones de las grdficas (f, g, h, i)?
2. Profesor: [Usando tizas blanca y roja mate, las dibuja en la pizarra]. ;Estas son?, ;os suena la 2“7
3. Alumnos: Si, los tenemos.

e

f h g i

4. Profesor: [Toma y observa la libreta de una alumna].

5. Profesor: ; Como puede determinarse?

6. Profesor: ; Cudnto vale para el caso f?

[Va sefialando las diversas graficas en la pizarra, haciendo ver la “tendencia”]
7. Alumna (Yurena): Segiin la tendencia.

8. Alumna (Yurena): Vale + 00y se expresa: lim f(x )= +00
X—+00

9. Profesor: [Se centra en la grafica f y explica el comportamiento de la gréfica para x tendiendo a mds infinito y
menos infinito]: Cuando la grdfica va para infinito, se hace mayor la y..., ;cudnto? indefinidamente.

Y el lim f(x) = —-99, ;qué valores puede tomar la x en este caso?, ;0,-1? [Se dirige a un

X——00

alumno].

10. Alumnos: [El alumno interrogado no contesta y dice que no lo sabe].
11. Alumnos: [Otro alumno]: pues —5000, menos lo que se quiera...

12. Profesor: Chiquitin, dime el lim g(x) .
x— 400

13. Alumnos: [El alumno no contesta].

14. Alumnos: Otros alumnos dicen: ;2!

15. Profesor: Dime la monotonia.

16. Alumno: Creciente.

17. Profesor: Pero, ;jcrece siempre?

18. Alumno: Si, porque hay infinitos niimeros decimales. Desde luego, no crece igual que la f.

19. Profesor: ;¥ lim g(x) ?

20. Alumnos: ;-2!

21. Profesor: ; Como lo interpretas Antonio?

22. Alumnos: [Antonio no contesta, pero una alumnal: la funcion toma valores menores que —2.

23. Alumnos: Es la x la que interesa.

24. Profesor: Toma valores muy grandes, pero en valor absoluto, aunque con signo menos. ;Cémo son estas
rectas? [Senala las asintotas]. Se denominan asintotas horizontales.

[Define lo que es una asintota horizontal con la expresion analitica]:

Y = k es una asintota horizontal <=>1im f(x) =k

x> +00
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“La recta se va a pegar a la funcion”.
Ahora si que si es mds infinito o menos infinito, intervienen las semirrectas. Por ejemplo:

lim f(x) =k |\/J

25. Profesor (respecto a la grafica h). Veamos, Isabel, ;cudl es el limite cuando x tiende a mds infinito de h(x)?

26. Alumna: [Isabel responde 0, pero no lo explica].

27. Profesor: [El profesor lo aclara y heuristicamente llega a 0]. Y pregunta ;qué ocurre con la otra rama? (es
decir limite cuando x tiende a menos infinito de h(x)).

28. Alumna: [Responde M? José que es 0]. Va pegdndose al eje X.

29. Profesor: Hay una asintota horizontal en y=0.

30. Profesor: Con h si podemos aplicar que el limite cuando x tiende a infinito de h(x) es igual a k.

31. Profesor: Ya vimos que infinito no es un niimero, pero cuando me acerco a él tengo que especificar si es por
la derecha o por la izquierda.

32. Profesor (respecto a la grafica i(x)). ; Y con esta grdfica, Lucia, ...? ;Maria?

33. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a mas infinito es mds infinito].

34. Profesor: [Seiiala la parte de la izquierda de la grafical: ;qué pasa aqui?

35. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a menos infinito de i es menos infinito].

36. Profesor: ;;Votos a favor!! (3 0 4 votos). j;Votos en contra!! (Todos los demés).

37. Alumna: [Maria rectifica y dice mds infinito].

38. Profesor: Podemos intuir lo que es una asintota. ;Podemos intuir una funcion para la pardbola? [El
profesor escribe y = x* + ¢ ].

39. Alumna: x*+50r.

40. Profesor: Pasa por el origen y es contradictorio.

41. Alumna: [La alumna rectifica y dice y=x’+k].

42. Profesor: El patron nuestro es f(x) = X con el V (0,0). [Heuristicamente el profesor los conduce a y = X2 —

2].

Cuadro 1 - Transcripcion de la sesion
Representacién escrita del discurso de la clase

4.1 ;Cual es el significado implementado?

El significado implementado es la descripcion exhaustiva, en las columnas
1-4 de la cuadro 1, de la actividad que se desarrolla en el aula. Si se analiza la
actividad matemadtica que se desarrolla en el aula estaremos en lo que se
denomina la trayectoria epistémica, si, en cambio, se estudian las interacciones
profesor-estudiantes se tendra la trayectoria interaccional.

4.1.1 Trayectoria epistémica

Se realiza un andlisis epistémico del proceso de instruccidn, para ello
primeramente se identifican las practicas a realizar y, después, los objetos
primarios con la crénica de la sesién, dividiéndose en unidades de analisis de
acuerdo a las distintas tareas que se van desarrollando. Llamaremos configuracién
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epistémica al sistema de objetos relativos a la resolucion de la tarea. El anélisis
epistémico serd la caracterizacion de las configuraciones epistémicas, su
secuenciacion y articulacién. Dentro de cada configuracion se definen unidades
de andlisis mas elementales, segtin los estados de la trayectoria, que llamaremos
unidades epistémicas. Las distintas oraciones que componen la crénica del proceso
de estudio son numeradas correlativamente para su referencia y las denominamos
unidades naturales de analisis.

En la sesidon que se estudia solamente aparece una configuracion
epistémica, que es desarrollada a lo largo de 10 unidades epistémicas.

4.1.1.2 Practicas

Las practicas matemadticas, realizadas en la configuracién didactica
implementada en la clase que se analiza, se inician con la presentacion de
cuatro graficas para que, desde un punto de vista intuitivo, se dé solucién a un
cierto tipo de problema de modelizacién matemadtica: la determinacion del limite
de estas funciones en el infinito (+ o y — o0), por medio del uso del lenguaje
gréfico, buscando la definicién intuitiva de asintota horizontal. Para el éxito de la
tarea, el tipo de actividad matematica requerida en estos ejemplos, basdndose
en el conocimiento escolar de graficas de funciones, es el recuerdo y
interpretacion de la grafica de una funcién, con el fin de analizar el comportamiento
de la misma segln valores de X y su tendencia a los infinitos. Se trata de
funciones en las que las gréficas de las mismas nunca atraviesan a las asintotas,
ignorando, por tanto, los casos mis complejos donde esto no ocurre.

Las cuatro graficas escogidas por el profesor tienen comportamientos
muy diversos: una grafica es estrictamente creciente y sin asintotas; en otra
aparece implicitamente la idea de asintota horizontal, sin especificar cudl es
para que el estudiante la deduzca; en otra hay dibujadas sus asintotas horizontales
- esperando conducir heuristicamente al alumno a su definicién - y, por tltimo,
aparece una grafica tipo pardbola.

El profesor plantea a los alumnos intentar asignar a esta dltima grafica
de funcién una expresion analitica, buscando que el alumno efectiie una conversion
del lenguaje grafico al analitico.

A largo de la configuracién aparecen los significados de referencia grafico
e infinitesimal y, en menor medida, el numérico.
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4.1.1.3 Objetos primarios

El texto se descompone en unidades de andlisis (grupo de filas de la
transcripcion) con el objetivo de poder caracterizar el tipo de objeto matematico
que se implementa realmente en la clase.

En la cuadro 2 se muestra la trayectoria epistémica de la primera sesién
del estudio del limite funcional en primero de Bachillerato, referida al limite en el
infinito.

Unidad | Configuracién | Unidad Descripcion Estado Objeto
Natural Epistémi istémi
0 CEl 0 Idea intuitiva de limite en | El: Situacional Presentacion de la
el infinito en modo grafico. sesion
1-3 1 Dibujo y presentacién de El: Situacional | Situacion-problema
graficas.
Lenguaje (gréficas)
Las cuatro graficas E3: Lingiiistico
4-8 2 Estudio de f para E2: Actuativo Procedimiento
X — 400 (observacion visual
del comportamiento)
Proposicién
Alumna: segin la ES: (Afirmacién sobre el
tendencia Proposicional tipo de
comportamiento)
Lenguaje
Expresion del limite E3: Lingiifstico lim f(x)=+00
infinito en el infinito X0
9-11 3 Estudio de f para E2: Actuativo Procedimiento
x — -0 (observacion visual
del comportamiento)
Proposicion
Comportamiento de la ES: (Afirmacién sobre el
gréfica f Proposicional tipo de
comportamiento)
Lenguaje
Limite cuando x tiende a | E3: Lingiifstico lim f(x)=-00
menos infinito x—=00
12-18 4 Estudio de g E2: Actuativo Procedimiento
parax — +00 (observacion visual
del comportamiento)
19-23 5 Estudio de g para E2: Actuativo Procedimiento
X — -00 (observacion visual
del comportamiento)
24 6 Definicign de Asintota E4: Conceptual Concepto
Horizontal. (Asintota horizontal)
Argumentaci6n del
Se justifican las acciones E6: profesor sobre la
adoptadas para la grafica g | Argumentativo asintota
25-28 7 Estudio de h para E2: Actuativo Procedimiento
X — +00 (observacion visual
del comportamiento)
29-31 8 Estudio de una asintota El: Situacional | Situacién — problema
horizontal Asintota horizontal
Argumentacién del
Razonamiento del profesor E6: profesor sobre la
Argumentativo asintota
32-37 9 Estudio de i para E2: Actuativo Procedimiento
X — +00 (reconocimiento de
una asintota en una
grifica)
38-42 10 Asignacion de una férmula | E4: Conceptual Concepto
a una gréfica de funcion. (expresion analitica
de una gréfica)
Razonamiento heuristico Argumentacion del
del profesor E6: profesor sobre una
Argumentativo pardbola

Cuadro 2 - Trayectoria epistémica de la primera sesion.
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4.1.1.4 Procesos

La configuracion analizada tiene un cardcter esencialmente actuativo,
ya que se pretende que los estudiantes ejerciten y dominen unas técnicas de
célculo de limites apoyadas en la representacion grifica de determinadas
funciones. Segun la clasificacion de procesos propuesta en Font, Rubio y
Contreras (2008) se trata de desarrollar el proceso de mecanizacién
(algoritmizacién) de técnicas de célculo de limites. No hay, por lo general,
procesos de enunciacion de proposiciones, dado que no se pretende enunciar
propiedades correspondientes al trabajo con limites.

4.1.2 Trayectoria instruccional

Se estudia la primera configuracién didactica de la sesién denominada
idea intuitiva de limite en el infinito, que es de tipo dialdgico. Dada la extension
que supone la configuracion se realizaréd a continuacion una sintesis, centrdndose
fundamentalmente en el tipo de configuracién didactica que se desarrolla, en los
conflictos semidticos que se detectan y en las técnicas cronogenéticas y
topogenéticas (Sensevy et al., 2000) que utiliza el profesor a lo largo del proceso
de estudio.

4.1.2.1 Tipo de configuraciéon

A lo largo de la sesién el profesor muestra una configuracion dialégica.
Para poder poner en evidencia dicha tipologia de configuracién, se mostraran
algunas de las unidades de analisis donde ésta se contempla.

1. Profesor: ;Tenéis hechos los limites de las 4 funciones de las grdficas f, g, h, i?
2. Profesor: [Usando tizas blanca y roja mate, las dibuja en la pizarra] ; Estas son?, ; Os suena la 2°?

= L |

_J

f g h i
Figura 2 - Graficas de funciones dibujadas por el profesor
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3. Alumnos: Si, los tenemos.
5. Profesor: ;Como pueden determinarse los limites?

6. Profesor: ;Cudnto vale para el caso f? [Va sefialando las diversas graficas en la
pizarra, haciendo ver la “fendencia”].
7. Alumna (Yurena): Segtn la tendencia.

8. Alumna (Yurena): Vale +0 y se expresa: Xligrlw S(x) =+

17. Profesor: Pero, ;crece siempre?
18. Alumno: Si, porque hay infinitos niimeros decimales. Desde luego, no crece igual

que la f.

32. Profesor [Respecto a la grafica i(x)]. ;Y con esta grdfica, Lucia, ...? ;Maria?

33. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a mas infinito es mas infinito].
34. Profesor: [Senala la parte de la izquierda de la gréfica]. ; Qué pasa aqui?

35. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a menos infinito de i es
menos infinito].

Como se puede observar, en las diferentes unidades naturales de analisis
el profesor realiza constantemente preguntas a los estudiantes y éstos responden
a las mismas. Ademds, los procesos de enunciacién de proposiciones y de
argumentacion se construyen entre el profesor, algunos alumnos y el resto de la
clase. Por otra parte, la institucionalizacién se efectiia por medio de un didlogo
contextualizado entre el profesor y los estudiantes. Por tanto, nuestra conclusion
es que se trata de una configuracion dialdgica.

4.2 Conflictos semioticos detectados

A lo largo de la sesién se han detectado diversos conflictos semidticos
de tipo epistémico, debido al discurso del profesor, que aparecen en algunas de
las unidades de anélisis. Para poner en evidencia estos conflictos se describen,
a continuacioén, algunas de dichas unidades de anédlisis con sus comentarios
correspondientes.

9. Profesor: [Se centra en la grafica f'y explica el comportamiento de la grafica para x
tendiendo a mas infinito y menos infinito]. Cuando la grdfica va para infinito, se hace
mayor la y..., jcudnto?, indefinidamente.
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Yel }LIE f (X) = =00, ;qué valores puede tomar la x en este caso?, ;0,-1? [Se dirige a

un alumno].

La primera accién es aclarar la respuesta de la alumna al resto de la
clase, expresando frases metaféricas (cuando la grdfica va para infinito, se
hace mayor la y, indefinidamente), aunque el tratamiento que da es muy
transparente, la nocidn indefinidamente se estima que no ha quedado clara. La
expresion indefinidamente, al no aclararse posteriormente que los valores de y
pueden hacerse tan grandes como se quiera, da lugar a un primer conflicto
semidtico de tipo epistémico, ya que el alumno, ante una asintota horizontal,
puede creer que f(x) (la y) tiende a m4s infinito.

Cuando el profesor plantea la pregunta en —oo, trata de inducir a los
alumnos a error al pedir los valores que puede tomar la x y dar como posibilidad
elOoel-1.

15. Profesor: Dime la monotonia.
16. Alumno: Creciente.

17. Profesor: Pero, ;jcrece siempre?

El alumno responde correctamente, aunque el profesor insiste en este
proceso dialégico (pero, ;crece siempre?). Es por ello que el conflicto semidtico
del crecimiento y el limite (segundo conflicto semiotico) estd muy presente y
parece ser que el alumno no ha relacionado atin estos conceptos porque, en
caso contrario, ya habria dado una respuesta.

24. Profesor: Toma valores muy grandes, pero en valor absoluto, aunque con signo
menos. ;Como son estas rectas? [Senala las asintotas]. Se denominan asintotas
horizontales.

[Define lo que es una asintota horizontal con la expresion analitica].

Y =k es una asintota horizontal ¢ lim f ( x) =k

“La recta se va a pegar a la funcién”.
Ahora si, que si es mds infinito o menos infinito, intervienen las semirrectas. Por ejemplo:

lim () - &

Figura 3 - Asintota horizontal dibujada por el profesor
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La accién del profesor ahora es situarse en una perspectiva magistral
del proceso de instruccién para definir la nocién de asintota horizontal y,
metaféricamente, les induce la idea de que la recta se va a pegar a la funcién
(se observa como el profesor introduce con esta metidfora un posible tercer
conflicto semiotico a los alumnos), comparando la grafica g, objeto de estudio,
con otra grafica que sélo posee una asintota horizontal.

4.3 Técnicas topogenéticas y cronogenéticas

En este proceso de estudio se han descubierto diversas técnicas
topogenéticos y otras cronogenéticas. Para mostrar las mismas, se describen
las unidades de andlisis correspondientes.

5. Profesor: ; Cémo pueden determinarse los limites?

6. Profesor: ;Cudnto vale para el caso f? [Va sefialando las diversas graficas en la
pizarra, haciendo ver la “fendencia”].

7. Alumna (Yurena): Segtn la tendencia.

8. Alumna (Yurena): Vale +oo y se expresa: xliglw S(x) =400

9. Profesor: [Se centra en la grafica f y explica el comportamiento de la gréafica para x
tendiendo a mas infinito y menos infinito]. Cuando la grdfica va para infinito, se hace
mayor la y..., jcudnto?, indefinidamente.

Yel, }H}}O S (x) = =0 ;qué valores puede tomar la x en este caso?, ;0,-1? [Se dirige a
un alumno].

10. Alumno: [El alumno interrogado no contesta y dice que no lo sabe].

11. Alumno: [Otro alumno]. Pues —5000, menos (lo que se quiera)...

A lo largo de esta subconfiguracion, correspondiente a la grafica de la
funcién f, el profesor utiliza diversas técnicas topogenéticas (SENSEVY;
MERCIER; SCHUBAUER-LEONI, 2000), como son la cooperacién, en la
que el profesor y los alumnos construyen el saber; y la diferenciacion
topogenética: el profesor hace las preguntas, el alumno responde, el profesor
consensua la respuesta con los alumnos e instituye el saber.

También utiliza técnicas cronogenéticas de control-delimitacién, como
es la demora o ralentizacion del saber en los momentos de preguntas y
respuestas entre el profesor y los alumnos; de afirmacion de avance del saber,
cuando el profesor, ante la respuesta de los alumnos sobre la institucionalizacién
del saber, asiente. Por ultimo, la técnica cronogenética de cambio de fase, que
se da al haber finalizado la gréafica de fy pasar a la grafica g.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 42B, p. 667-690, abr. 2012



Andlisis de un Proceso de Estudio sobre la Enseiianza del Limite de una Funcion 685

18. Alumno: Si, porque hay infinitos niimeros decimales. Desde luego, no crece igual
que la f.

Ante la pregunta del profesor, el alumno la justifica de una forma vaga e
imprecisa (hay infinitos niimeros decimales). Sin embargo, el alumno es
consciente de que el crecimiento de esta funcién no es como el de la anterior
(desde luego, no crece igual que la f). Asumiendo el alumno un estado de
argumentacion y justificacion de conjeturas, no parece que haya entendido este
limite, y da la impresion que prefiere no dar la respuesta antes que equivocarse.
Aln sin saber la respuesta, puede haber superado el conflicto antes aludido (si
X—>+oo, entonces f(x)—>+e0) al que parece que lo quiere conducir el profesor,
aunque no aparece explicitamente la justificacién. Se echa en falta la técnica
cronogenética de la determinacion del momento propicio para la
institucionalizacion del saber.

Una técnica cronogenética importante es la del alumno genérico. Es
decir, el profesor, al no poder preguntar a cada uno de los alumnos y para avanzar
en su ensefianza, se apoya en las respuestas de un tnico alumno dando, muchas
veces, esta respuesta como valida. El problema esta en que quedardn muchos
otros estudiantes sin construir el significado.

5 Conclusiones

La investigacion sobre la ensefanza del limite de una funcién es una
temdtica ampliamente estudiada en educacién matematica. Sin embargo, la
mayoria de estos estudios tienen unas connotaciones de carécter psicoldgico,
que solamente cubren parte de las indagaciones que pueden efectuarse en este
campo, quedando la parcela del andlisis semi6tico muy poco trabajada. Como
sefiala Artigue (1998), la evolucion global de la didéctica contribuye a situar las
cuestiones institucionales y culturales en escena, a poner el acento sobre los
instrumentos, especialmente los de naturaleza semidtica, en el sentido amplio
del trabajo matemdtico. En este trabajo se ha utilizado el marco tedrico del
enfoque ontosemidtico de la cognicién matemética (EOS) para dar respuesta a
este importante problema didactico.

En primer lugar se han determinado los diferentes significados de
referencia del limite de una funcién, habiéndose identificado, en la epistemologia
histérica de las matematicas, tres de dichos significados que estdn relacionados
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con el desarrollo intuitivo del limite en el nivel de primero de Bachillerato, objeto
de la investigacion. Con este marco de referencia ha sido posible abordar, en
profundidad, el estudio del significado institucional implementado. Los significados
de referencia obtenidos son: el grafico, el infinitesimal y el numérico, todos ellos
en estrecha relacion con algunos de los momentos histéricos del desarrollo del
Célculo Infinitesimal.

El estudio del significado institucional implementado, correspondiente a
una clase natural de matematicas de primero de Bachillerato, se ha realizado
segun las trayectorias epistémica e instruccional. Con la primera de ellas se han
podido extraer datos relevantes sobre las configuraciones epistémicas en cuanto
a las dificultades de los alumnos con el aprendizaje del limite funcional. Con la
trayectoria instruccional se ha podido ver el tipo de ensefianza desarrollada por
el profesor, que, en gran medida es dialdgica, y, en menor medida, magistral.
Ademas, el estudio pormenorizado de las clases ha facilitado aflorar los conflictos
semidticos reales de clase. Por otra parte, el andlisis de las técnicas
cronogenéticas y topogenéticas presentes en la clase ha permitido detectar
algunas de ellas: técnica topogenética de la diferenciacion topogenética y técnica
topogenética de la cooperacién. En cuanto a las cronogenéticas, las de control-
delimitacion, como las de ralentizacion, la afirmacion del avance del saber, el
cambio de fase, la determinacién del momento propicio y el alumno genérico.
A destacar esta Ultima técnica, que puede conducir al profesor a resultados
negativos en su ensefianza.

Teniendo en cuenta el andlisis de la trayectoria instruccional, en la que
se ha analizado en profundidad la actuacién del profesor y los alumnos en clase,
ha surgido un perfil del profesor de caricter dialogico. Dado que pueden existir
otros perfiles, como el mecanicista, el magistral y el adidictico, pueden
desarrollarse lineas de investigacion futuras en las que se estudien los perfiles
de una determinada muestra de profesores del nivel de primero de Bachillerato
en torno a la ensefianza del limite de una funcion.

En cuanto a las idoneidades estudiadas, epistémica e interaccional, puede
decirse que no es facil hallar un equilibrio entre las mismas, ya que una idoneidad
epistémica media junto a una interaccional también media podria redundar en
una idoneidad cognitiva media, suficiente para la ensefianza de un objeto
matematico como el limite de una funcién de gran complejidad semidtica. Sin
embargo, la idoneidad cognitiva obtenida en el proceso de estudio ha sido baja,
lo cual indica que en la clase analizada al desarrollar el limite de modo intuitivo
(donde no es estudiado el significado métrico) no garantizan que éste sea
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comprendido por el alumno.

Por dltimo, los andlisis detallados como el que se ha realizado en este
trabajo permiten explicar ciertos resultados obtenidos por algunas de las
investigaciones citadas en el apartado de antecedentes. Nuestro estudio contribuye
a aclarar, dentro de las limitaciones que supone extraer consecuencias sobre el
estudio de la instruccién en una clase, aspectos de la investigacién de Przenioslo
(2004). En el articulo de este investigador se identifican algunas imégenes
mentales de los alumnos sobre el limite (aproximacién grafica, aproximacion
estimada, el limite como valor de la funcién en un punto y el limite considerado
como un algoritmo de cdlculo). La investigacidn que se presenta permite explicar
la presencia de este tipo de imdgenes mentales en los alumnos como resultado
del proceso de instruccion. Por una parte, algunas de dichas imdgenes mentales
estan relacionadas con significados de referencia ligados a la propia historia-
epistemoldgica de las Matematicas, y estin presentes en el proceso de
instruccion. Por otra parte, el andlisis detallado del proceso de instruccion y el
estudio de la falta de resolucion de determinados conflictos semidticos, como,
por ejemplo, asociar el crecimiento de x hacia el infinito con el crecimiento
indefinido de la funcién y = f(x) permite explicar la generacion de las imdgenes
mentales de los alumnos, que se apoyan en la aproximacion gréfica sin tener en
cuenta el infinito actual.

Nuestro trabajo viene a corroborar la hipétesis de Tall (1991, 1992, 1994,
1995) que indica que la triple representacion gréafica, numérica y simbdlica es
imprescindible para el aprendizaje del concepto, ya que en la experiencia educativa
del presente trabajo se muestra la necesidad de que el profesor hubiera utilizado
con frecuencia la representacién numeérica al objeto de superar algunos conflictos
semidticos que han estado presentes en algunos alumnos.

Respecto a Williams (1991) y Kidrom (2008), en el articulo hemos
mostrado que el desarrollo del limite de una funcién solamente de forma intuitiva
elimina la posibilidad de conceptualizacién del infinito actual en los estudiantes.
Por tanto, se corrobora que, tal como expresan los investigadores citados, los
alumnos ven el concepto de limite como un proceso infinito potencial.
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