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A Regra dos Sinais para a Multiplicacao: ponto de
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Sign Rule for Multiplication: the notion of semantic
congruence and the extension principle in mathematics
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Resumo

A regra dos sinais para a multiplicagio é apresentada, sem demonstrag¢do, por Diofanto
de Alexandria ha muito tempo. Somente em 1867 ela ¢ demonstrada por Hankel como,
sendo a tnica que possui a vantagem de satisfazer a distributividade a esquerda e a
distributividade a direita. Assim, ele resolve o problema definitivamente do ponto de
vista matematico quando usa o principio de extensdo ao prolongar para os nimeros
negativos a propriedade da distributividade, hd muitos anos utilizada para os positivos.
Veremos que a questdo do ponto de vista didatico se mantém ainda hoje, e apontamos,
também, estudos na perspectiva de ensino dessa regra baseada na ideia de congruéncia
semantica e no principio de extensdo em matematica.
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Abstract

In the 3% century B.C., the sign rule for multiplication was presented by Diophantus of
Alexandria without any demonstration. Only in 1867 was the rule demonstrated by
Hankel as being the only one with the advantage of satisfying both left and right
distributivity. Thus, Hankel solves the problem from the mathematical point of view
when he uses the extension principle to apply the distributivity property, which has
been used for many years with positive numbers, to negative numbers. This paper
shows that this approach is still present in mathematics teaching today. The paper also
presents studies from a teaching perspective of this rule based on the idea of semantic
congruence and the extension principle in mathematics.

Keywords: Sign Rule. Semantic Congruence. Diophantus.Hankel s Theorem. Extension
Principle.

1 Introducao

O germe da regra dos sinais para a multiplicacio, tal como a conhecemos
hoje, é, em geral, atribuido a Diofanto de Alexandria'. Este algebrista escreveu
um pequeno ensaio sobre niimeros poligonais; um tratado de dlgebra que nos
chegou em condigdes bastante precarias; e um trabalho sobre porismas, o qual
se perdeu (BALL , 1960, p. 104).

A regra que estabelece que “—x—=+4+ e — X+ =-" aparece em seu
tratado de dlgebra, de forma explicita em Diofanto de Alexandria (2007a, p. 22):
“Menos multiplicado por menos ¢ mais e menos por mais ¢ menos”. A regra
usual dos sinais para a multiplicacao aparece, ainda, de forma transitdria na sua
obra, em vdrias relagdes algébricas, sem que alguma justificativa seja dada. A
relacdo algébrica® seguinte

13

(a—-Db)(c —d) =ac —ad —bc + bd

que ¢é atribuida a Diofanto de Alexandria, apresenta todas as
possibilidades de sinais para a regra usual da multiplicagdo (BALL, 1960, p.
106).

! Alguns autores, entre eles Glaeser (1981, p. 311), consideram que Diofanto de Alexandria viveu no
periodo que vai do ano 250 até 350 depois de Cristo. H4 divergéncias entre os pesquisadores quanto
a este periodo.

2 Essa relagdo que apresenta todas as possibilidades de sinais para a regra usual da multiplicacdo ndo
a encontramos nas referéncias de Diofanto de Alexandria (2007A e 2007b).
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A regra usual dos sinais para a multiplicacdo, s6 muito mais tarde, em
1867, foi demonstrada por Hankel como sendo a tnica das regras possiveis,
aquela que preserva as distributividades a esquerda e a direita. Hoje, do ponto
de vista estritamente matemadtico, este resultado ndo causa nenhuma dificuldade
ou estranheza. No entanto, resta ainda a questdo didatico-pedagégica do seu
uso e explicagdo.

Ao longo da histéria a regra dos sinais para a multiplicacao, em particular,
para o caso “—x —=+" foi a que mais causou perplexidade. Um exemplo desta
perplexidade € encontrado em Euler (1770)° citado por GLAESER (1981, p.
319, 320), que, em uma obra pedagdgica com o objetivo de fornecer uma
explicag@o para a regra dos sinais para a multiplicacio, utiliza um argumento do
tipo l6gico: para justificar 0s casos “+ X + =47, “—= X + =—
aideia de ganho e divida, respectivamente, para 0os nimeros positivos e negativos,
e, para o caso “— x — *“ & atribuido o resultado “+” com a justificativa para
manter 0 mesmo nimero de sinais positivos e negativos nos resultados desses
quatro casos de multiplicacdes.

Glaeser (1981, p. 329) enfatiza, ainda, em varios momentos do seu artigo,
a dificuldade ao longo da histéria de o homem lidar com os niimeros negativos,
e cita como primor de exemplo, do que ele chama de “desejo de evitar os
negativos”, o caso da escala de temperatura de Fahrenheit, construida no século
XVIII. Fahrenheit tomou como origem de sua escala, ndo o ponto de fusdo do
gelo, como fez Celsius, mas a temperatura mais baixa que conheceu no inverno
de 1709, em Danzig. A temperatura aproximada do corpo humano foi o segundo
ponto da sua escala, que a dividiu em 100 graus e que resultou nos valores de 32
e 212 graus, respectivamente, para os pontos de fusdo e ebulicdo da dgua. A
temperatura de trés digitos, como era referida na época, 100°F (37,78°C), tornou-
se ponto de referéncia para aplicacdo de medicagdo nos pacientes. Nao
imaginava Fahrenheit que, em anos seguintes, a temperatura em um dia do
inverno chegaria a um nivel mais baixo do que ele havia proposto como limite
inferior para o zero na sua escala centigrada (KARLSON, 1961, p. 40, 41).

O “desejo de evitar os negativos” que Glaeser (1981, p.329) refere-se a
possibilidade pensada por Fahrenheit de que a temperatura informada fosse
sempre acima de zero ou graus de calor como era utilizado, na época, em
oposicdo aos graus de frio para as temperaturas abaixo de zero.

b2

e“+ x—=-—"eleusa

SEULER, Léonard. Vollstindige Anleitung zur Algebra Opera Omnia. Series Prima. Volumen
Primum, 1911.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 42B, p. 691-714, abr. 2012



694 MORETTI, M. T.

2 O principio da extensao: a regra usual para a multiplicacao dos nimeros
relativos e os nimeros imaginarios

A explicagdo do porque da regra dos sinais estd no Teorema de Hankel.
Dentre as vérias possibilidades de regra dos sinais para a multiplicag@o, a escolha
recaiu sobre a regra que preserva as distributividades a esquerda e a direita.
Estas propriedades ja sdo observadas quando tratamos com 0s nimeros positivos,
e € bastante natural procurarmos prolonga-las também para o caso dos negativos.
Assim, as propriedades da distributividade a direita e distributividade a esquerda,
que gozam os nimeros positivos, sao estendidas, também, para o caso dos
nimeros negativos desde que mantenhamos a regra usual para a multiplicag@o.
Esta ideia de prolongamento baseia-se em um principio, que em parte orienta o
trabalho intelectual do homem, que Caraca (1951, p. 9, 10) denomina de principio
de extensdo:
[...] o homem tem tendéncia a generalizar e estender todas
as aquisi¢des do seu pensamento, seja qual for o caminho
pelo qual essas aquisi¢gdes se obtém, e a procurar 0 maior
rendimento possivel dessas generalizagdes pela exploragio
metddica de todas as suas consequéncias. (CARACA, 1951,
p. 10).

Os ntiimeros positivos gozam da propriedade das distributividades a direita
e a esquerda. Por este principio, para que os nimeros negativos também
mantenham estas propriedades, a regra dos sinais deve ser definida do modo
como conhecemos atualmente.

O principio da extensdo pode explicar muitas conquistas em matematica.
Para o homem antigo, os nimeros naturais estavam ligados aos objetos de que
se servia para contar. J4 em nossos dias, o nimero natural pode estar desligado
das coisas e se tornar algo puramente aritmético. Uma das consequéncias do
desprendimento dos nimeros naturais das coisas € o surgimento, por exemplo,
da nog¢@o de infinito, a nog¢@o de que ndo ha um nimero natural maior do que os
outros pela “possibilidade de repeticao ilimitado do ato mental - juntar uma
unidade” (CARACA, 1951, p. 11).

A aplicagdo do principio da extensdo a regra dos sinais usuais, 0 caso “—
X —=+"em particular, usada sem demonstracdo, por muitos séculos, possibilitou
a criacdo de um novo conjunto dos niimeros imaginarios:

Em consequéncia da regra dos sinais, um nimero negativo
ndo tem para raiz quadrada nenhum ndmero real. A
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necessidade de levantar esta excegdo, de modo a tornar
possiveis todas as operagdes sobre nimeros reais, teve
como resultado a criaciio dos nimeros complexos. Esta nova
classe de nimeros é, portanto, de origem algébrica. (COSTA,
1971, p. 222).

A razdo ¢é bastante simples conforme apontamos nesta citacio: jamais
um ndmero real multiplicado por ele mesmo tem como produto um nimero real
negativo, desde que adotemos a regra usual dos sinais para a multiplicagao.
Caso diferente seria se tivéssemos assumido a regra para o caso

¢ 2
— X —=-",

poderiamos escrever, por exemplo, que \/__ — _7 uma vez que, para este caso
(-2) x (-2) = 4. O caso das raizes de indices impares se manteria inalterado,
por exemplo, 3/_27 = _3, pois (-3) X (-3) x (-3) =-27.

Por que os estudiosos da época mantiveram a regra “— X — =+ e, com
isso, perderam a possibilidade de extrair a raiz de qualquer indice de ndimeros
negativos ou positivos? Esta atitude permitiu a criagdo de um novo conjunto de
nimeros, os imagindrios: a equagio seguinte x* — 15x — 4= 0 tem x =4 como
uma das raizes (se pode verificar por substitui¢do direta na equacio). No entanto,
a féormula de Cardano aplicada a esta equagido d4 a seguinte solucdo

X = %/2+ —121+ \3/2_ [ 121- Como explicar o aparecimento de /_121]

na solucdo que tem x = 4 como uma das solu¢des? Fato como este deve ter
levado os estudiosos da época a ndo procederem a alteracdo na regra dos sinais
para o caso “— x —”, mas, em lugar disso, eles procuraram encontrar uma forma
de tratar com estes ndmeros que, mais tarde, seriam chamados de imaginarios®.

A regra usual da multiplicacdo ja era usada hid muito tempo, desde
Diofanto de Alexandria (2007a, 2007b) sem que fosse demonstrada. A superacio
da raiz de indice par (por exemplo, a raiz quadrada) de nimero negativo surge
quando da resolugdo de equagdes, por volta do século XIV. Caso fosse possivel
admitir a raiz quadrada de um nimero negativo (no campo dos reais), seria
necessario desconstruir muito do que ja havia sido elaborado em matemética
até aquele momento. Prevaleceu, entdo, a ideia de estender a propriedade de
distributividade dos niimeros positivos para os negativos, no lugar de poder extrair
araiz de qualquer indice de um nimero negativo. Foi preciso a criagdo do conjunto

P B B -3 I . . ~ .
* Com a engenhosa ideiade i =~/—1,1% =-1,1% =—i,i* =1 e assim por diante, a equac@io pode ser manipulada
com isso a raiz x = 4 obtida: para o caso da equagdo dada basta constatar que

€
P2-J-121+ 324 Jo121= 2 -+ 2+ 0)= 4
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dos nimeros complexos para que a raiz de indice par pudesse também ser
estendida aos nimeros negativos. De qualquer forma, o principio da extensao
foi aplicado nos dois casos:

- com manutencdo da regra usual para a multiplicacdo e com isso as
distributividades a esquerda e a direita puderam ser estendidas aos nimeros
negativos;

- com a manutencao da regra usual, a raiz de indice par de um niimero negativo
nao pdde ser extraida no campo dos nimeros reais. Isso permitiu a criacdo do
conjunto dos complexos, que tem em sua concepgdo a ideia da extensdo da raiz
de indice par para os niimeros negativos. Assim, no universo do conjunto dos
nimeros complexos € possivel extrair a raiz de qualquer indice de um nimero
positivo, negativo ou mesmo complexo.

3 Como aparecem os numeros negativos nos PCN e NCTM

Nos Parametros Curriculares Nacionais de Matemadtica - PCN para o
ensino fundamental das séries iniciais (BRASIL, 1998a) os nimeros negativos
sdo citados em quatro momentos: um deles fala da importancia da compreensao
da constituicdo dos niimeros, da existéncia das diferentes categorias, ao longo
da histéria. A relagdo entre medida e um nimero € outro aspecto citado que
possibilitaria a compreensdo da criacdo dos diversos tipos de ndmero, entre
eles, os negativos.

Nos PCN para o ensino fundamental de 5* a 8 séries (BRASIL, 1998b)
os nimeros negativos sao citados em quatro paginas, aproximadamente. Tratam,
inicialmente, de um pequeno histérico, e apresentam um quadro de obstaculos

esperados quando da abordagem desses nimeros. Sdo eles:
— conferir significado as quantidades negativas;
— reconhecer a existéncia de nimeros nos dois sentidos a
partir do zero, enquanto para os naturais a sucessao
acontece num unico sentido;
—reconhecer diferentes papéis para o zero (zero absoluto e
zero-origem);
— perceber a l6gica dos niimeros negativos que contraria a
l6gica dos nimeros naturais — por exemplo, é possivel
“adicionar 6 a um numero e obter 1 no resultado”, como
também € possivel “subtrair um nimero de 2 e obter 97;
— interpretar sentengas do tipo X = -y, (0 aluno costuma
pensar que x € positivo e y é negativo) (BRASIL, 1998b, p.
98).
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Uma vez que os nimeros negativos sdo interpretados como uma
ampliacdo dos naturais e incorporados as leis da aritmética, nos PCN ha a
recomendacdo de usar a representacdo da reta numérica para oS nimeros
inteiros. Apresentam, ainda, a regra dos sinais por meio de uma tabela a ser
completada, sugerindo regularidades das sequéncias construidas, observando
um padrao numérico (acrescentar 3 ou retirar 3).

Nas Normas (NCTM, 2008, p.172 e 175) para os trés primeiros anos de
escolaridade uma das expectativas € o desenvolvimento do sentido dos niimeros
inteiros, sem referéncia explicita aos inteiros negativos. Estes s6 aparecem com
clareza nas expectativas para os 3°, 4° e 5° anos de escolaridade: explorar nlimeros
inteiros inferiores a zero com o prolongamento da reta numérica e de aplicacdes
familiares. Por aplicagcdes familiares sdo citados exemplos de temperatura e
dividas em dinheiro. Novamente, nos trés anos seguintes, 6°, 7° e 8° anos de
escolaridade, ha referéncia a compreensao dos inteiros relativos sem, no entanto,
especificar algo relacionado aos negativos.

Nesses documentos, os PCN para o ensino fundamental e NCTM, ha
diversas indica¢des para a compreensdo dos nimeros negativos que se
restringem, mais especificamente, a sua compreensdo para o campo aditivo. A
regra dos sinais para a multiplicacdo € somente sugerida nos PCN para as
ultimas séries do ensino fundamental.

4 Alguns modelos didaticos de explicacao da regra dos sinais

A seguir, apresentamos os principais modelos inspirados no
desenvolvimento histérico dos niimeros relativos para explicar a regra dos sinais
para a multiplicag@o: geométricos baseados na relagdo de Diofanto de Alexandria,
modelos baseados no prolongamento dos naturais e modelos baseados na ideia
de balanco de dupla, por exemplo, do tipo ganho/perda, muitas vezes denominado
de modelo comercial.

Para aliviar as notagdes ou para deixar mais transparente o procedimento
aplicado, poderemos utilizar ou ndo os parénteses nas operagdes com 0s inteiros.

4.1 Modelos de area baseados na relacdo de Diofanto de Alexandria
Este modelo justifica a regra dos sinais para a multiplicagdo, utilizando a

relacdo atribuida a Diofanto de Alexandria: (a — b)(c — d) = ac — ad - bc + bd.
Em Hogben (1956, p. 287 - 288) encontramos a figura seguinte para
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chegar a relacdo de Diofanto de Alexandria:

a

b a-b

} b(c-d) (a-b)(c-d) c-d

C

l bd d(a-b) d

Figura 1 - modelo geométrico para se chegar a relacao de Diofanto de Alexandria
Na Figura 1, em termos de 4rea, podemos escrever:

ac=(a—-b)(c—-d)+Db(c—-d)+da-Db)+bd
ou
(a—-Db)(c —d) =ac —ad -bc + bd

que € a relacdo de Diofanto de Alexandria.

Uma forma mais simples do que a relacdo de Diofanto de Alexandria
encontramos em Caraga (1951, p.22) a figura seguinte para justificar que (a +
c)—-b=a-(b-c):

— B~

(atc)-b l

a-(b-¢) b-c | ¢ l

a
atc

Figura 2 - modelo geométrico que mostraque (a+c)—b=a—(b-c)

Na Figura 2 observamos que a altura do retangulo mede 1 unidade de
medida, a drea do retangulo sombreado vale (a + c) — b =a — (b — ¢) unidades
de area.No interior da justificacdo desta propriedade associativa também estd a
justificacdo de que “— x — =+, uma vez que, devemoster (a+c)—b=a— (b
—-¢c)=a-b+c.

Em Pires, Curi e Pietropaolo (2002) a apresentacdo da regra dos sinais
para a multiplicacdo, para os casos em que ambos os fatores sdo negativos, é
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feita por meio de uma apresentacdo geométrica de cédlculo de 4rea (ou calculo
do nimero de retangulos) inspirada na representacdo geométrica da relacdo de
Diofanto para o caso particular -2 x —1 = 2.

Figura 3 - modelo geométrico que explicaque -2 x -1 =2

Os autores, a partir da Figura 3,observam que a 4rea do retangulo da
regido mais clara é 20 e é dada por:
7T-2)yx(5-1)=20
(+35) + (<7) + (-10) + (A) =20
(+18) + (A) =20

A partir desta situagdo, concluem que A = +2 = -2 x —1.
4.2 Modelos didaticos baseados na ideia de balanco: o modelo comercial

O modelo comercial, denominado assim por Glaeser (1981), baseia-se
em problemas de balanco do tipo crédito/débito, ganho/perda, sobe/desce,
presente/futuro, enche/esvazia etc. Sao modelos concretos, bastante comuns,
que associam, por exemplo, ao sinal “+” o lucro e ao sinal “—” o prejuizo. Assim,
alguém que perdeu R$ 8,00 em um dia e no dia seguinte perdeu R$8,00, perde
ao todo R$ 16,00. As contas sdo feitas da seguinte maneira: -8+ (-8) = —16 ou
2 x (-8) =-16.

Neste tipo de modelo, para explicar o caso, por exemplo, “— X — =+,
pode utilizar a ideia de tempo, associando ao sinal “~"0 passado e ao sinal “+” o
tempo presente.

Encontramos varios modelos do tipo comercial, com pequenas variagcdes
na contextualizacdo de um autor para outro. Um exemplo bem caracteristico
deste tipo € encontrado em Bongiovanni, Leite e Laureano (1996, p.38) da
seguinte maneira:

Quanto vale (-3) . (-2)?
Um comerciante contabiliza os seus lucros da seguinte
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maneira:

- um sinal positivo para as quantidades que representam
um lucro e um sinal negativo para as que representam um
prejuizo;

- um sinal positivo para representar o tempo futuro e sinal
negativo para representar o tempo passado.

Se esse comerciante perde R$ 3,00 por dia, veja como ele
calcula quantos reais vai ter perdido daqui a dois dias
(futuro): (=3) .2 =-6.

Daqui a dois dias vai ter perdido R$ 6,00.

Se esse comerciante perde R$ 3,00 por dia, veja como ele
calcula quantos reais a mais tinha dois dias antes (passado):
(-3).(-2)=06

Dois dias antes este comerciante estava R$ 6,00 mais rico.

Esses autores tomam por base este exemplo para concluir que o produto
de dois nlimeros negativos € um nimero positivo.
Guelli (2001, p. 26) apresenta, para explicar o produto de inteiros, um
modo que caminha no sentido da explicacio dada anteriormente. E o seguinte:
Imagine uma caixa-d“dgua, com capacidade de 720L,
inicialmente vazia, sendo cheia com uma mangueira que
despeja 20L de dgua por minuto na caixa.
- Apd6s 36 minutos, +36, a caixa estard cheia: (+20)(+36) =
720
- Ha 18 minutos, -18, faltavam 360L para encher a caixa:
(+20)(-18)=+360
Imagine esta mesma caixa-d“dgua, agora cheia, sendo
utilizada para irrigar os campos. Seis litros por minuto estao
saindo da caixa: —6.
- apds 36 minutos, +36, a caixa terd 216L a menos: (—6)(+36)
=-216.
- Ha 18 minutos, -18, havia 108L a mais na caixa: (—6)(—18) =
+108.

Estes autores concluem que: se dois nimeros sdo diferentes de zero, e
possuem o mesmo sinal, o produto deles é o produto de seus mdédulos: ab =
|a].b]-

O modelo apresentado € um modelo do tipo comercial, de ganho/perda,
no caso aqui, o ganho e perda sio substituidos pela dupla enche/esvazia, pela
quantidade de 4gua que enche ou sai de reservatério com o uso dos sinais negativo
e positivo para indicar, respectivamente, o tempo passado e tempo presente.
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4.3 Modelos didaticos que se baseiam no prolongamento da reta numérica
dos naturais

Se admitirmos que o zero é um ndmero natural, entio N = {0, 1, 2, 3, ...}
define o conjunto dos naturais. A reta numérica dos Naturais, que compreende
0 zero € os nimeros positivos a direita de zero, sdo complementados por um
conjunto de novos niimeros a esquerda, os nimeros inteiros negativos:

A
\ 4

2 -1 0 1 2

Figura 4 - reta numérica dos inteiros

Na reta numérica o crescimento se dd da esquerda para a direita. A
manuten¢do desta ideia justifica, neste modelo, a regra do sinal, como por exemplo,
na sequéncia seguinte:

—1x2=2-1x1=-1, -1 x0=0,-1x-1=+1, -1 x-2=+2

Em Jakubovic, Lellis, Centurién (1999, p. 40), no livro para a 6 série
(atualmente 7* série), hd a apresentacdo de uma tabela de multiplicacdo para
explicar o prolongamento dos naturais aos inteiros da seguinte forma:

Observe esta tabela: os primeiros fatores decrescem 1
unidade, ao passo que os produtos crescem 3 unidades. Se

isso continuar valendo, a tabela prosseguird assim:

Tabela 1: a multiplicacio de dois nimeros negativos resulta em um positivo

4, = 12
3. = -9
Diminui f a 7? Aumenta
1 unidade 0' B _o 3 unidades
J ‘ B U
D. )= 3
-2). (3)= 6
-3). 3= 9

Fonte: JAKUBOVIC, LELLIS, CENTURION, 1999, p. 40).
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Esses autores concluem dizendo que isso d4 a ideia de que a multiplicagado
de dois nimeros negativos resulta em um nimero positivo, e apresentam a
seguinte regra prética para a multiplicacdo de dois nlimeros inteiros quaisquer:

- Multiplicamos os seus médulos.

- O produto sera positivo se os dois fatores tiverem os sinais iguais e
serd negativo se os dois fatores tiverem sinais diferentes.

4.4 Modelo do tipo légico

Este modelo, ja comentado anteriormente, encontrado em Euler, se baseia
em um argumento do tipo “logico para explicar a regra do sinal “—x —=+" que
é o caso mais emblemético. Para os demais casos e para a regra dos sinais para
a adicdo, ele utiliza o modelo do balango de ganho/perda. Para o caso “—x — =
+”, ele usa o seguinte argumento: uma vez que a regra da multiplicagdo para os
casos “+ X +=+", “=x + =-"¢e"+ x — =" resulta em dois negativos e apenas um
positivo para haver equilibrio na quantidade dos resultados de sinais positivos e

negativos, devemos ter entdo “—x — = +”.

2

Tal modelo nao foi encontrado em nenhum dos manuais escolares
consultados, mas € possivel que faca parte do discurso do professor quando do
desenvolvimento do assunto em aula: se tem um resultado positivo (+ X + =
+) e dois negativos (-x + = —, + X — = —) 0 outro (—X —) 5O pode dar
positivo.

5 O ensino da regra dos sinais é possivel no ensino fundamental?

O Teorema de Hankel resolve o problema da regra dos sinais
definitivamente do ponto de vista matemdtico, mas restam muitas questdes
didaticas a ele relacionadas. Citemos, por exemplo, o estudo de Glaeser (1981)
que identifica diversas dificuldades relacionadas a compreensdao dos nimeros
relativos: Inabilidade em manipular e dar sentido as quantidades negativas;
prolongamento da reta numérica para incluir os negativos; a ambiguidade dos
dois zeros (medida e origem); dificuldade de superar o sentido concreto, em
oposicdo ao sentido formal, da nog¢do de negativo; a busca de um modelo
explicativo unificador.

Em 1867, Hankel d4 a resposta matematica definitiva para a questao,
com o seguinte resultado: a dnica multiplicacdo nos reais que prolonga a
multiplicagdo usual sobre R+, respeitando as distributividades a esquerda e a
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direita é aquela que obedece a regra usual dos sinais para a multiplicacdo*:

+X+=+
+X—=—
— X 4= —
—-X-—=+

Quadro 1 - Regra usual

Quer dizer, para manter tais propriedades com os reais negativos devemos
definir a regra para os sinais da maneira usual, como fazemos na escola quando
abordamos os nimeros relativos.

6 Analise didatica, em temos de congruéncia semintica, dos modelos
do tipo comercial, do modelo de area baseado na relaciao de Diofanto de
Alexandria e do prolongamento da reta numérica dos naturais

Coquin-Viennot (1985, p. 159) afirma que os manuais escolares franceses,
de 1970 a 1975, apresentavam os numeros relativos a partir do modelo comercial.
No Brasil, modelos baseados em balanco de duplas, como por exemplo, o tipo
ganho/perda, possivelmente sdo os mais comuns. Apresentamos, neste texto,
apenas dois daqueles que encontramos em varios manuais escolares, uma vez
que nos interessamos, neste estudo, pela variedade e ndo pela quantidade de
modelos.

6.1 O modelo comercial

A regra do sinal para a multiplicacdo € artificial, pura invencio da mente
humana. O Teorema Hankel faz cair por terra a ideia da existéncia de um bom
modelo de explicagdo. Por exemplo, o0 modelo comercial pode se tornar um
obstaculo a compreensdo das propriedades multiplicativas. Neste modelo, o aluno
pode se convencer facilmente, na situagio, —3 + 4 = +1, associando —3 a uma
divida e +4 a um ganho, mas dificilmente serd convencido do mesmo em —4 x —
2 =48.

4 Demonstragdo: 0 =a . 0 = a.(b + op b) = a.b + a .op b. (op x indica o oposto aditivo de x).
0=0.0pb=(opa+a)opb=opa.opb+ aop b. Obtemos, portanto, comparando estes dois
resultados em itdlico, que ab = op a . op b.
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O modelo comercial pode auxiliar o aluno a resolver problemas no campo
aditivo, tais como aqueles que aparecem nos manuais escolares, mas pode se
tornar um obstdculo a resolucido de problemas no campo multiplicativo. No
entanto, a andlise diddtica deste modelo, em termos da noc¢ao de congruéncia
semantica introduzida por Duval (1988, 1995, 1999, 2004) nos permite fazer um
alerta mesmo para o campo aditivo:

Duas expressdes podem ter o mesmo sindénimo ou
referencialmente equivalentes (elas podem “dizer a mesma
coisa”, elas podem ser verdadeiras ou falsas conjuntamente)
e ndo serem semanticamente congruentes: neste caso ha
um custo cognitivo importante para a compreenso
(DUVAL, 1988, p. ).

Sdo trés os critérios para indicar se duas expressoes sdo semanticamente
congruentes (DUVAL, 2004, p. 79 - 93):

CRITERIO 1: Correspondéncia entre as unidades
significativas prépria a cada registro; CRITERIO 2:
Univocidade para cada unidade significativa a ser
convertida. Para uma unidade de partida, nao ha mais de
uma unidade (significativa) possivel no registro de chegada.
CRITERIO 3: a ordem na organizacio das unidades
significaticas de partida é conservada na representagio de
chegada.

Para entender um pouco melhor o que este autor quer dizer na citagdo,
comecemos com o exemplo a seguir:

Jodo tem 6 bolinhas de gude e ganhou 3 em uma partida...

6+3

Figura 5 - Congruéncia semantica entre frase e expressao aritmética

Podemos constatar, conforme indicamos nestes registros na Figura 5,
que frase e expressdo algébrica sdo semanticamente congruentes, segundo 0s
trés critérios. As trés unidades significativas na frase sao: tem 6 bolinhas, ganhou
e 3 que correspondem, na mesma ordem, com as trés unidades significativas na
expressao aritmética: “6”; “+” e “3”. A frase e a expressdo aritmética possuem
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também equivaléncia referencial.

Ja a frase Um pai (p) tem 33 anos a mais do seu filho (f) possui
congruéncia semantica, segundo os trés critérios acima, com a expressao “p +
33 = f”. No entanto, frase e expressdo ndo sao referencialmente equivalentes.

Esta mesma frase ndo possui congruéncia semantica com a expressao
“p — f =337, mas a frase e expressdo aritmética sdo referencialmente
equivalentes: esta tltima é uma expressao (outra poderia ser “p = 33 + ) que
pode conduzir a resolucio correta do problema. Tanto “p — f = 33” quanto “p =
33 + ” sdo referencialmente equivalentes, mas ndo sdo congruentes com a
frase referida.

Problemas discursivos que sdo semanticamente congruentes com a
expressdo matematica, mas que nao sao referencialmente equivalentes, levam
a uma taxa muita baixa de sucesso; da mesma forma acontece com problemas
que sdo referencialmente equivalentes, mas ndo sdo semanticamente
congruentes. A resolucio de problemas que solicitam a passagem de um registro
discursivo para um registro aritmético ou algébrico exige a equivaléncia
referencial.

As associacdes a operagdo de adi¢do ao verbo ganhar, adquirir, ter a
mais, creditar etc. e a operacdo de subtracdo ao verbo perder, endividar,
desaparecer, carregar, levar, gastar, debitar etc., poderdo acarretar dificuldades
na resolucdo de certos tipos de problemas ou em situagdes em que estas
associacdes nem sempre se traduzem em equivaléncia referencial.

6.2 Modelo de area baseado na relacio de Diofanto de Alexandria
No caso do modelo geométrico apresentado por Pires, Curi e Pietropaolo

(2002), ja citado anteriormente, baseado no cdlculo de area (Figura 3) temos,
tomando por base as trés relacdes apresentadas

relacdo (a) T-2)yx(5-1)=20
relacdo (b) (+35) + (=7) + (-10) + (A) =20
relacdo (c) (+18) + (A) =20

as seguintes observacoes:
- a relagdo (a) € baseada no balango de area ou na contagem de retdngulos da
Figura 3 que apresenta congruéncia semantica e equivaléncia referencial com a
figura;
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- a relacdo (b) € obtida pelos autores por aplicagdo da propriedade distributiva
na relacio (a).

O balango de 4rea neste ponto do desenvolvimento da ideia ndo é mais
usado, uma vez que ndo mais mantém sentido, em termos de area ou quantidade
de retangulos, com as quantidades -7, —10 e A. Além disso, cabe um
questionamento do porque dos sinais “+” antes de (—7) e (—10): ndo equivalem
ao uso da comutatividade dos sinais “+” e “~” na multiplicacdo?

O sinal “+” antes de “(A)” na relagdo (b) e mantido na relagdo (c)
equivale ao uso da regra “—x— = +” a qual os autores pretendem verificar?

Uma alternativa para esta relacio é obter outra equivalente, ainda com
o balan¢o de drea na Figura 3. Assim, € possivel escrever: 20 = 7x5— 7x1- 5x2
+ 2.Um aspecto, aqui, é fundamental destacar: a apari¢do de “+ 2, que pode
ser explicada por um processo simples de contagem dos retangulos na figura: na
contagem do ndmero de retangulos, 2 deles (destacados na parte superior a
direita da Figura 5, a seguir) sdo acrescentados devido ao fato de que esses
retangulos foram retirados duas vezes: uma vez em 1x7 =7 (primeira linha) e
novamente em 5%x2 = 10 (duas tultimas colunas):

A

Figura 6 - destaque dos 2 retangulos que aparecem acrescentados em
“35-7-10+2"

A Figura 6 tem um suporte importante, funciona como representacao
auxiliar, assim denominada por Duval (1999, p. 57-62) uma vez que permite
tratamentos que podem ser confrontados com as operagdes na expressio (7 —
2) x (5 — 1) que € a representaco principal. A representacao auxiliar da figura
tem um papel heuristico, daf a sua importancia para a obtencao da relacio

T-2)x(5-1)=35-7-10+2

apenas com a contagem de retangulos.
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A partir da rela¢do (a), apenas com o uso da distributividade, podemos
obter a relacdo seguinte
(7-2)x(5-1)=7x5-Tx1-2x5 2x-1=35-7-10 — 2x-1

que € semanticamente congruente com o balanco de retdngulos na figura. A
comparagdo dessa Ultima igualdade com a igualdade anterior permite escrever
que “-2x—1 = +2",

A contagem do nimero de retangulos em uma figura geométrica, que é
bastante intuitiva e elementar, é confrontada por um desenvolvimento aritmético
para constatar a aplicagdo da regra do sinal de multiplicacio apenas para o caso
“-2x—1 = +2”. Neste procedimento, a constatacdo da regra dos sinais para o
caso “—x —=+" se dé para um caso particular e a distributiva € utilizada em um
tinico sentido.

6.3 Modelo do prolongamento da reta numérica dos naturais

A reta numérica (Figura 4) € uma representacio auxiliar muito produtiva
para os nimeros relativos no campo aditivo. Esta reta possui congruéncia
semantica com as operagdes de adi¢cdo, como para os exemplos, bastante
comuns, do tipo “—a + b”, “—a + (-b)” e “a + (-b)".

A subtracdo, por exemplo, para o caso “a— (—b)” s6 podera ser explorada
no campo multiplicativo. Como explicar o uso da reta dos inteiros para a obtencio
de 5 em “2 — (-3) =577 Se “~” indica movimento na reta numérica a esquerda,
como € que dois movimentos no sentido a esquerda vao resultar em um tnico
movimento a direita? O desenvolvimento dessa expressdo se dd da seguinte
maneira: a — (-b) =a + b. O caso “a— (+b)” também teria o desenvolvimento
seguinte: a — (+b) = a + (-b). O que observamos, nestas duas situacdes tipicas,
é 0 uso da regra dos sinais para a multiplicagao.

A reta numérica dos inteiros € um suporte de representacdo, que pode
ter um papel auxiliar importante na resolugdo de problemas aditivos (DUVAL,
1999, p. 57-62).

7 Uma hierarquia na concepcao dos relativos
A partir de uma série de questdes aplicadas (14 questdes no total, algumas

delas com varios subitens) a um grupo de 366 alunos (nivel equivalente, no
Brasil, as quatro dltimas séries do ensino fundamental, com idade entre 13 e 16
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anos), Coquin-Viennot (1985, p. 176-181) estabelece a hierarquia seguinte nas
concepgodes dos alunos a propdsito dos relativos:

Nivel I — concepg@o em que os relativos sdo tratados como naturais. O
nimero é considerado como uma quantidade ou medida e deste modo sé pode
ser positivo. A no¢do de ordem ndo é completamente adquirida.

Neste nivel, encontramos respostas do tipo “2<5<6<77e“-2<5<
6 <77, que utilizam a ordem como se fossem naturais e, ainda, 2 <-7<5<6
em que os negativos sdo classificados separadamente e na frente dos positivos,
mesmo com —2 < —7, para o exercicio proposto de classificacdo numérica nos
relativos seguintes: “Classificar em ordem crescente (utilizando o sinal <): -7, 5,
-2,6.

Nivel Il — nesta concepcio para os problemas aditivos, os alunos utilizam
0s naturais, se possivel, e se permitem obter uma resposta. A resolucio de
problemas multiplicativos nos relativos € apenas esbocada. Os negativos sdo
tratados separadamente dos positivos. Portanto, ainda ndo ha uma unificacio
do conjunto dos relativos.

Por exemplo, neste nivel de concepgdo, encontramos “x — 2 <y — 3”
como resposta ao problema aditivo de ordenacao: “x e y sdo dois nimeros tais
que x > y. Escrever a relacdo de ordem para x — 2 e y — 3”. Os alunos se
prendem a presenga de “2” e “3” (2 < 3) para indicar a resposta. Para a
resposta “-3x > —3y” para o problema multiplicativo: “x e y sdo dois nimeros
tais que x > y. Escrever a relacdo de ordem para —3x e —3y”, os alunos se
prendem ao fato que “x > y” e que “-3” aparece em ambos os lados da
desigualdade. Observamos, nesses dois casos, que ha congruéncia semantica
entre resposta e texto do problema, mas ndo hé equivaléncia referencial.

Para o exercicio “Calcule S =2 -2+ 0—1-3+5" os alunos deste nivel
somam separadamente os nimeros positivos e negativos (7 — 6) sem a
simplificacdo dessas somas.

Nivel III — neste nivel de compreensdo, a nogdo de ordem € estabelecida.
Os problemas aditivos sdo resolvidos nos inteiros relativos. Pode-se considerar
que a reta numérica € unificada, mas os problemas multiplicativos ndo sao ainda
completamente resolvidos.

Em relagdo aos trés problemas anteriormente referidos, de ordenacgio
numérica e de ordenacdo no campo aditivo sdo corretamente respondidos, mas
nao € o caso, ainda, para o problema multiplicativo de ordenacao.

O Nivel 1V corresponde a um grupo muito pequeno de alunos; o conjunto
dos inteiros € utilizado para resolver mesmo os problemas que tém uma solucio
nos naturais. Os problemas multiplicativos sdo assimilados.
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Com base nesta hierarquia, esta autora conclui que:

8 Conclusoes Finais

(...) este modelo comercial tdo pratico e que € reforcado
durante todo o comeco da aprendizagem e que se instala
definitivamente no espirito do aluno ndo mais como um
modelo, mas como uma concepgdo dos relativos (niveis 11

e1IT). (COQUIN-VIENNOT, 1985, p. 184).

Coquin-Viennot (1985) comenta que Michelot (1966)° procurou
longamente demonstrar que a no¢ao de nimero relativo s6 pode ser atingida ao
nivel do pensamento formal e confessa:

Aderimos plenamente a esta no¢do dos relativos que s6
podem ser definidos ao nivel formal. Nestas condicoes,
nao se estd introduzindo um falso contrato diddtico quando
se utiliza o modelo concreto para apresentar o conjunto

dos nimeros relativos? (COQUIN-VIENNOT, 1985, p. 183)

A conclusdo desses autores € de que a nogdo dos relativos sé pode ser
atingida ao nivel formal; as dificuldades assinaladas por Glaeser (1981),
principalmente aquela relacionada a superag@o do sentido concreto em oposicao
ao sentido formal da nocdo de negativo, reforcam a ideia de que o ensino dos
nimeros negativos deve contar com o principio de extensdo em matemaética em
que o Teorema de Hankel é um exemplo desses principios.

Diferentemente do que ocorreu com os naturais, em um processo de
extensdo que se desvinculou das coisas para se tornar algo puramente aritmético,
encontramos, ainda, na concepg¢ao dos alunos, uma caracteristica que os nimeros
negativos carregaram até o Século XIX:

[...] os matematicos entendiam o nimero como coisa, como
grandeza, como objeto dotado de substdncia. Tal
concepgao torna dificil a compreensio do nimero negativo
ser menor que zero, uma vez que nimero é quantidade e o
zero € a auséncia de quantidade (PONTES, 2010, p. 19).

A regra dos sinais para a multiplica¢do coloca o professor frente a um
tipo de dilema: ele estd diante de uma regra estabelecida cuja explicagdo, o
Teorema Hankel, citado anteriormente, ultrapassa a capacidade de compreensio

> Michelot, A. La notion de zéro. Paris : Vrin, 1966.
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do aluno do ensino fundamental. Além disso, as explicacdes alternativas,
encontradas em manuais escolares, podem criar problemas como aqueles
relacionados a congruéncia semantica, e que se mostram duradouros para o
aluno. O que fazer? A seguir, reexaminaremos com mais cuidado o significado
deste teorema e, a partir dai, tentaremos encontrar indicagdes de ensino dos
relativos para o nivel fundamental.

Consideremos a regra dos sinais usual para adi¢do e a regra dos sinais
para a multiplicacdo definida em cada uma das colunas da tabela a seguir, que
serd aplicada a um exemplo construido com o objetivo de explorar as
distributividades a direita e a esquerda:

Regra usual Regra 2
+X+=+ +X+=+
+X-—=- +X-—=-
- X+== —X+==
—X-=+4 —X—-—=-—

Quadro 2 - A regra usual e outra regra de sinais

Observemos que na Regra 2 colocamos que “—x—=-"o0 que € diferente
do que estd definido na regra usual. Apliquemos estas duas regras a expressao
(1-3)x (-5 +1):

(A-3)x(5+1) Cilculo com a Regra usual Célculo com a Regra 2
Elimi R -2 x4 2 x4
iminando ambos os parénteses 13 —_3
2x(-5+1) 2x(-5+1)
Eliminando o paréntese a esquerda =-2x-5-2x(+]) =-2x-5-2x(+1)
e usando a distributividade =10-2 =-10-2
=48 =-12
(1-3)x—4 (1-3)x—+4
Eliminando o paréntese a direita e =1x-4-3x(-4) =1x4-3x(-4)
usando a distributividade =4+12 =—4-12
=48 =-16

Quadro 3 - comparagdo entre duas regras de sinais para a multiplicagdo

Esta tabela mostra claramente que os resultados obtidos com a Regra
usual sdo os mesmos, e isto acontece independente do modo de calcular:
eliminando primeiro os parénteses ou aplicando a propriedade da distributiva a
esquerda e a distributiva a direita. O mesmo nao se pode dizer dos resultados
obtidos com a Regra 2 que sdo diferentes entre si conforme o modo de calcular,
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e diferentes também daqueles calculados tendo por base a Regra usual.

Observamos que os cédlculos com as expressdes do tipo (a—b) x (b —c),
como € o caso do exemplo tratado no Quadro 3, vao produzir os mesmos resultados
conforme os trés modos de calcular desta tabela com a Regra usual.Se fizermos
a exigéncia de que a > b e ¢ > d, obteremos 0os mesmos resultados nos trés
modos de operar também com a Regra 2.Este fato ¢ intrigante, porque sdo sob
estas condicdes, conforme afirma Ball (1960, p. 106), que Diofanto de Alexandria
expressa a relacdo (a — b)(c — d) = ac — ad — bc + bd.

Coquin-Viennot (1985), ao apresentar a sua classificacdo hierarquica
de concepg¢do pelo aluno de nimero negativo, enfatiza o quanto o modelo
comercial impregna a concepgio de niimeros relativos. E um modelo forte, que
pode apresentar sérios problemas até mesmo para o campo aditivo, problemas
relacionados a congruéncia semantica, pode tornar-se um forte obsticulo a
compreensao dos problemas multiplicativos.

Dentre as vérias possibilidades de regra dos sinais para a multiplicag@o,
a escolha recaiu sobre aquela regra que preserva as distributividades a esquerda
e a direita. Estas propriedades ja sdo observadas longamente na histéria, desde
Diofanto de Alexandria (3° séc. a. C.), quando tratadas com os niimeros positivos
e € bastante natural procurar prolonga-las também para o caso dos negativos.
Esta ideia de prolongamento baseia-se em um principio que, em parte, orienta o
trabalho intelectual do homem, que Caraca (1951), ja citado anteriormente,
denomina de principio de extensdo. Acreditamos que seja este um dos aspectos,
a ideia do principio da extensdo ausente do ensino fundamental e médio que
deve guiar o ensino da regra dos sinais:

- para campo aditivo, modelo do prolongamento dos niimeros naturais
para a reta numérica dos inteiros como sugerido em (BRASIL, 1998b) que ndo
deixa de ser uma aplicacdo do principio de extensao. A reta numérica dos relativos
€ um suporte importante na resolucao de problemas neste campo;

- para o campo multiplicativo, o modelo baseado no Teorema de Hankel,
que tem por base a ideia do principio da extensdo da propriedade da
distributividade dos ntiimeros positivos para o caso dos nimeros negativos. A
subtracdo serd trabalhada neste campo para que as relagdes do tipo “a — (-b)”
e “a — (+b)” possam ser tratadas.

O que percebemos no exemplo apresentado no Quadro 3 € que se
quisermos manter o mesmo resultado, independente do modo de calcular, devemos
eliminar a possibilidade de que a regra para a multiplicacdo seja definida, por
exemplo, conforme a Regra 2. Procedendo com a escolha de exemplos judiciosos
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podemos estabelecer a regra dos sinais para a multiplicagdo, examinando todos
0s casos possiveis de sinais: como o caso “+ X + = +” ja € estabelecido com os
nimeros positivos e, deste modo, dos dezesseis casos possiveis restam apenas
oito para serem testados. E interessante observar que, mesmo tratando-se de
exemplos particulares, o procedimento que explora todas as possibilidades de
regra dos sinais faz com que sejam eliminadas as situacdes em que as igualdades
nao sdo verificadas nos trés modos de calcular como apresentados no Quadro
3: por esta razdo, a Regra 2 dos sinais € descartada, e qualquer outra regra, até
ficarmos com alguma (temos que optar por uma delas), no caso a Regra usual,
como sendo a tnica que se mantém.
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