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Resumen

En el presente trabajo se informa de los resultados obtenidos al analizar las practicas matematicas de una muestra
de futuros profesores de secundaria/bachillerato a propésito de dos tareas sobre derivadas. Este analisis
ejemplifica el uso y alcances de las nociones practicas matematicas y configuracion de objetos y procesos,
proporcionadas por el Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del conocimiento matematico, para la caracterizacion de
los conocimientos del profesorado de matematicas. Los resultados del andlisis evidencian tanto una desconexion
entre los distintos significados parciales de la derivada como la necesidad de potenciar el conocimiento del
contenido. Este aprendizaje puede hacerse mediante actividades que favorezcan el uso e identificacion de objetos
matematicos, sus significados y los procesos involucrados en la solucién de tareas matematicas.

Palabras clave: Formacién de Profesores. Conocimiento del Profesor. Enfoque Ontosemidtico. Practicas
matematicas. Derivada.

Abstract

In this paper, we present results obtained from the analysis of prospective high school teachers’ mathematical
practices about two tasks on derivatives. This analysis exemplifies the use and scopes of the notions of
mathematical practices and configurations of objects and processes, provided by the Onto-Semiotic Approach
(OSA) of mathematical knowledge, to characterize the knowledge of mathematics teachers. The analysis of the
students’ responses show both a disconnection between the different partial meanings of the derivative as well as
the need to enhance the content knowledge through activities that encourage the use and identification of
mathematical objects, their meanings, and the processes involved in the solution of mathematical tasks.

Keywords: Teacher’s Education. Teacher’s Knowledge. Onto-Semiotic Approach. Mathematical Practices.
Derivative.
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1 Problema y antecedentes

Las caracteristicas de la comprension del concepto de derivada de los estudiantes de
Bachillerato y primeros cursos de universidad es un tema que ha sido ampliamente
investigado por diversos autores, desde distintas aproximaciones tedricas — particularmente
las cuestiones de indole cognitiva e instruccional — (ASIALA et al.,, 1997; BAKER;
COOLEY; TRIGUEROS, 2000; SANCHEZ-MATAMOROS et al., 2006; ARTIGUE;
BATANERO; KENT, 2007; GARCIA; LLINARES; SANCHEZ-MATAMOROS, 2011). No
obstante, aunque también ha sido de interés caracterizar los conocimientos de los profesores
para una ensefianza efectiva de la derivada (GAVILAN; GARCIA; LLINARES, 2007;
BADILLO; AZCARATE; FONT, 2011; SANCHEZ-MATAMOROS et al., 2012), pocos han
sido los estudios centrados en los profesores y su relacién con la gestion de los aprendizajes
sobre derivada. Algunos de estos trabajos han centrado la atencion en profesores en ejercicio
y otros en estudiantes para profesor de matemaéticas, para interpretar la naturaleza del
concepto de derivada, asi como del conocimiento y comprension del mismo.

En este articulo presentamos resultados parciales, pero relevantes, de una
investigacion més amplia (PINO-FAN, 2013) centrada en la caracterizacion de los
Conocimientos Didactico-Matematicos (CDM) de futuros profesores de matematicas de
bachillerato. Se interpreta el CDM en el sentido propuesto en Godino (2009) quien, aplicando
el enfoque onto-semidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica (GODINO;
BATANERO; FONT, 2007), interpreta y amplia las categorias de analisis de los
conocimientos del profesor de matematicas propuestas por otros autores (SHULMAN, 1986;
BALL, 2000; ROWLAND; HUCKSTEP; THWAITES, 2005; HILL; BALL; SCHILLING,
2008; SCHOENFELD; KILPATRICK, 2008). Concretamente, en este articulo nos
proponemos desarrollar los siguientes objetivos:

1. Ejemplificar el uso de una de las categorias de analisis del CDM, para el caso de los
conocimientos de futuros profesores de Bachillerato sobre la derivada. Para poder
realizar esta ejemplificacién se ha disefiado y aplicado un cuestionario a una muestra
de 53 futuros profesores de una universidad mexicana. Dado que no es posible
incluir en un cuestionario items que contemplen las diferentes facetas e indicadores
del CDM, esta investigacion se centra en aspectos relevantes de la faceta epistémica

de dicho conocimiento didactico-matematico.
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2. Ejemplificar el uso de las herramientas tedrico-metodologicas, sistemas de practicas
y configuracién de objetos y procesos que nos proporciona el Enfoque Onto-
Semiotico (EOS) para analizar los conocimientos puestos en juego en la solucion de
tareas matematicas que involucran el uso del objeto derivada.

3. Analizar, describir y caracterizar, mediante la identificacion de tipologias de
configuraciones cognitivas, los conocimientos de la muestra de futuros profesores, a
propdsito de dos de las tareas del cuestionario que se han seleccionado para su
discusion en este articulo. Los tipos de configuraciones cognitivas identificadas
constituyen un desglose analitico del conocimiento de los futuros profesores sobre la
derivada. Con base en esta caracterizacion de conocimientos se ejemplificaran el
nivel y las herramientas de analisis del CDM descritos en los objetivos anteriores.

Una vez presentados los objetivos y los antecedentes de la investigacion, en la
siguiente seccidn describimos las nociones del marco tedrico que se usan en el articulo y la
metodologia. En la seccion 3 describimos las configuraciones de objetos y procesos
manifestadas por la muestra de futuros profesores, a proposito de la resolucion de dos de las
tareas del cuestionario construido. Contemplamos el andlisis relativo a dos de las tareas
basicamente por dos motivos: 1) motivos de espacio; y 2) la complejidad de los protocolos de
resolucion de dichas tareas, permite mostrar el uso y potencialidad de las herramientas
tedricas que se contemplan en los dos objetivos de esta investigacién. En la seccién 4
presentamos resultados globales, para dichas tareas, referidos a la incidencia de los tipos de
configuraciones cognitivas identificadas y sobre el grado de correccion de las respuestas.
Finalmente, interpretamos los resultados en términos de las necesarias relaciones entre los
tipos de conocimientos del profesor de matematicas, restringido a la faceta epistémica del
CDM.

2 Marco tedrico y metodologia

El analisis didactico de los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos
matematicos se realiza, en el EOS, distinguiendo en los mismos seis facetas o dimensiones:
epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecologica (GODINO;
BATANERO; FONT, 2007). Para cada faceta se distinguen distintas componentes y se han
desarrollado diversas herramientas que permiten su analisis. En este trabajo tenemos en

cuenta las facetas epistémica y cognitiva del analisis didactico basado en el EOS. La faceta
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epistémica de un proceso de estudio matemaético refiere a los significados institucionales
puestos en juego en cada una de las fases de dicho proceso (preliminar, disefio,
implementacién y evaluacion). Tales significados son interpretados en términos de sistemas
de précticas y configuraciones de objetos y procesos. Mientras que la faceta cognitiva refiere
a los significados personales — de los estudiantes o, en nuestro caso, de los futuros profesores
— descritos en los distintos momentos de su desarrollo en términos de sistemas de practicas
personales y configuraciones cognitivas de objetos y procesos.

Estas herramientas de analisis didactico han sido utilizadas para elaborar un sistema de
categorias de los conocimientos del profesor de matematicas que se designa como modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) de los profesores. Para nuestra investigacion
hemos adoptado este modelo (CDM), el cual ha sido planteado por Godino (2009) y refinado
en diversas publicaciones (GODINO; PINO-FAN, 2013; PINO-FAN; FONT; GODINO,
2014; PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013), al seno del EOS. EI modelo CDM propone tres
dimensiones del conocimiento de los profesores: 1) matematica; 2) didactica; 3) meta
didactico-matematica. La dimension matematica incluye las categorias de conocimiento
comdn del contenido —el cual es entendido como el conocimiento matematico que es
suficiente para resolver tareas propias del nivel educativo en el cual se estd inmerso en un
momento concreto, por ejemplo, bachillerato— y conocimiento ampliado del contenido
conocimiento matematico que posibilita al profesor realizar conexiones con contenidos que
estdn mas adelante en el curriculum de matematicas y orientar a los estudiantes al estudio de
contenidos posteriores. La dimension didactica incluye las categorias o facetas de
conocimiento: epistémica (conocimiento especializado de la dimension matematica),
cognitiva (conocimientos sobre los estudiantes), afectiva (conocimiento sobre las creencias,
concepciones Yy actitudes de los estudiantes), mediacional (conocimientos sobre los recursos y
medios que influyen en los aprendizajes de los estudiantes), interaccional (conocimientos
sobre el tipo de interacciones que favorecen el aprendizaje) y ecoldgica (conocimientos sobre
el curriculo y su relacion con el contexto social, politico y econdmico). La dimension meta
didactico-matematica refiere a los conocimientos necesarios para reflexionar sobre la propia
practica y valorar la idoneidad didactica (GODINO, 2013) de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

Cuando el foco de atencidn son los conocimientos que el profesor de matematicas
debe poner en juego como organizador y gestor, en los diversos momentos de un proceso de

ensefianza y aprendizaje, tales conocimientos incluyen los relativos a cada una de las
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dimensiones y de las seis facetas implicadas en tales procesos. Asi, cuando se habla de la
faceta epistémica del CDM se refiere al conocimiento que tiene o debe tener el profesor sobre
el contenido matematico como objeto institucional cuya ensefianza se planifica, implementa y
evalta (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013).

Esta modelizacion de los conocimientos del profesor de matematicas ha sido utilizada
para el disefio de un cuestionario cuyo objetivo es la evaluacion de los conocimientos de una
muestra de futuros profesores de Bachillerato sobre la derivada, restringida tal evaluacion a
aspectos relevantes de la faceta epistémica de dichos conocimientos (PINO-FAN, 2013;
PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013). En dichos estudios se sugieren que las nociones
practicas matematicas y configuracion de objetos y procesos, propuestas al seno del EOS,
son herramientas tedricas y metodoldgicas que permiten la exploracidn, andlisis vy
caracterizacion de los conocimientos relativos a la faceta epistémica del CDM.

La nocidn préacticas matematicas refiere a la descripcion de las acciones realizadas
para resolver las tareas matematicas propuestas para contextualizar los contenidos y promover
el aprendizaje. También se describen las lineas generales de actuacion del docente, y de los
discentes cuando es necesario. Mientras que la nocion configuracion de objetos y procesos
refiere a la descripcion de objetos (situaciones problemas, elementos linguisticos,
conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y procesos
matematicos que intervienen en la realizacion de las practicas, asi como los que emergen de
ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad de objetos matematicos (FONT;
GODINO; GALLARDO, 2013) y significados de las practicas matematicas como factor
explicativo de los conflictos en su realizacion y de la progresion del aprendizaje. En la
seccion 3, tal y como lo sefialamos anteriormente, se realiza la puesta en marcha de estas dos
nociones para el analisis, descripcidn y caracterizacion de las practicas matematicas realizadas
por una muestra de profesores en formacion inicial, a propdsito de la solucion de dos tareas
sobre derivadas.

No debemos dejar de lado que nuestra investigacion se inscribe dentro de un enfoque
metodoldgico de tipo mixto (JOHNSON; ONWUEGBUZIE, 2004), puesto que se trata de un
estudio de tipo exploratorio en el que se considera la observacion de variables cuantitativas
(grado de correccion de los items: respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas) y
cualitativas (tipo de configuracién cognitiva movilizada como parte de las practicas

matematicas de los futuros profesores).
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Para el estudio cualitativo nos apoyamos en la técnica denominada analisis
ontosemiédtico (GODINO, 2002), la cual permite describir sisteméaticamente tanto la actividad
matematica realizada por los futuros profesores al resolver problemas (préactica matematica),
como los objetos matematicos primarios (elementos linguisticos, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) y procesos que intervienen en las practicas que permiten su

resolucion.

2.1 Sujetos y contexto

El cuestionario, y por ende las dos tareas que analizamos en este documento, se aplico
a una muestra de 53 estudiantes de los Ultimos cursos (sexto y octavo semestre) de la
Licenciatura en Ensefianza de las Matematicas que se imparte en la Facultad de Matematicas
de la Universidad Auténoma de Yucatan en México. Dicha licenciatura tiene una duracion de
cuatro afios (8 semestres). Cabe sefialar que los estudiantes en nuestro estudio, futuros
egresados de la licenciatura en ensefianza de las matematicas, suelen trabajar como profesores
en los niveles de bachillerato o universitario en el estado de Yucatdn en México. Los 53
estudiantes a los que se les aplico el cuestionario habian cursado calculo diferencial en el
primer semestre de la licenciatura y, a lo largo de ella, tomaron otros cursos relacionados con
el analisis matematico (calculo integral, calculo vectorial, ecuaciones diferenciales etc.).
También habian cursado materias relacionadas con las matematicas y su didactica.

Cabe sefialar que el cuestionario disefiado incluye nueve tareas centradas,
fundamentalmente, en la evaluacion de la dimension matematica y aspectos parciales de la
faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico (CDM). Dichos aspectos parciales,
segun lo planteado en Pino-Fan, Godino y Font (2013), estan relacionados con los
conocimientos del contenido matematico. De esta forma, las tareas incluidas en el
cuestionario responden basicamente a dos caracteristicas. Primeramente, consideramos que
las tareas deben proporcionar informacion sobre el grado de ajuste del significado personal de
los futuros profesores respecto del significado global u holistico del objeto derivada (PINO-
FAN; FONT; GODINO, 2011). Para lograrlo, se incluyeron items que activan distintos
sentidos para el objeto derivada (pendiente de la recta tangente, razon instantanea de cambio y
tasa instantanea de variacion). La segunda caracteristica de los items seleccionados es que
responden a los diferentes tipos de representaciones activados en los tres subprocesos, que

segun Font (1999), intervienen en el calculo de la funcion derivada: a) traducciones y
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conversiones entre las distintas formas de representar f (x); b) el paso de una forma de
representacion de f (x) a una forma de representacion de f ’(x); y c) traducciones y
conversiones entre las distintas formas de representar f *(x).

Asi, podemos decir que el cuestionario contemplo tres tipos de tareas, todas
relacionadas con el contenido matemético (PINO-FAN; FONT; GODINO, 2014): 1) aquellas
que piden poner en juego el conocimiento comdn del contenido (este conocimiento hace
referencia a la resolucion de tareas matematicas que se proponen usualmente en el curriculo
del bachillerato); 2) aquellas que requieren del conocimiento ampliado del contenido
(generalizar tareas sobre conocimiento comun y/o realizar conexiones con objetos
matematicos mas avanzados en el curriculo de bachillerato); 3) aquellas que requieren de
aspectos parciales de la faceta epistémica — conocimiento especializado del contenido — (usar
distintas representaciones, distintos significados parciales de un objeto matematico, resolver
el problema mediante diversos procedimientos, dar diversas argumentaciones validas,
identificar los conocimientos puestos en juego durante la resolucidn de una tarea matematica
etc.). Las tareas que hemos seleccionado para discutir en este articulo, y que presentamos en

la siguiente seccidn, pertenecen a los grupos 3y 2, respectivamente.

2.2 Las tareas

A continuacion se presentan dos de las tareas incluidas en el cuestionario disefiado por
Pino-Fan (2013), que hemos seleccionado para su discusion en este trabajo. Analisis
epistémicos previos a la implementacion de estas dos tareas pueden encontrarse en Pino-Fan,
Godino y Font (2013). No obstante, el analisis y descripcion de las configuraciones cognitivas
que resultan de la implementacion de estas dos tareas, y la ejemplificacion del uso de las
herramientas teéricas y metodoldgicas descritas para la realizacién de dichos analisis, son el
objeto central de este estudio.

Primeramente, la Tarea 4 (Figura 1), utilizada en el trabajo de Viholainen (2008),
indaga sobre el conocimiento especializado del contenido — o faceta epistémica del CDM —
(PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013) de los futuros profesores, puesto que requiere, para su
resolucion, el empleo de diversas representaciones (grafica, descripcion verbal, formula) y
diversas justificaciones para la proposicion la derivada de una funcion constante siempre es

igual a cero. En estas justificaciones se pueden movilizar distintas interpretaciones de la
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derivada: pendiente de la recta tangente, razon instantdnea de cambio y tasa instantanea de

variacion.

Tarea 4
a) Explica, mediante el uso de representaciones graficas, por qué la derivada de una funcién
constante siempre es igual a cero.
b) Usando la definicion formal de la derivada, prueba que la derivada de una funcién constante
es cero.

Figura 1 - Tarea 4 del cuestionario CDM-derivada

La Tarea 8 (Figura 2) proporciona informacion sobre el conocimiento ampliado de los
profesores, ya que se trata de una aproximacion a la derivada de una funcién (descrita por los
valores de la tabla) en el punto t = 0,4 a través de valores numéricos de dicha funcién.
Ademas, la tarea 8 no es un problema escolar tipico del nivel bachillerato, y requiere la
comprension del objeto derivada por parte de los futuros profesores, al menos en su acepcion
como razén instantanea de cambio, y concretamente, la derivada en un punto como velocidad
instantanea. La solucion de esta tarea se puede realizar mediante diferentes métodos, por
ejemplo, la interpolacion polindmica de Lagrange, lo cual sustenta la categorizaciéon de esta
tarea como evaluadora del conocimiento ampliado.

Algunos lectores podran encontrar que el planteamiento que se hace de la tarea es
incorrecto, puesto que no responde al modelo matematico que regula la caida de graves, en
este caso desplazamiento retardado, modelo que permitiria encontrar facilmente una
representacion simbdlica de la funcion que describe la distancia. Por lo tanto, podria parecer
que abordar la tarea mediante interpolacion polindmica de Lagrange carece de sentido. No
obstante, el objetivo de plantear la tarea tal como lo hacemos en este documento, es
precisamente que los datos no se ajusten de manera sencilla a un modelo fisico-matematico
conocido, y asi los profesores demuestren su ‘comprension’ en torno al objeto matemético

que se estd movilizando.

Tarea 8
Una pelota se lanza al aire desde un puente de 11 metros de altura. f(t) denota la distancia a la que se
encuentra la pelota del suelo en un tiempo ¢. Algunos valores de f(t) se recogen en la siguiente tabla:

I (sec.) 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
flt)(m.) 11 12.4 13.8 15.1 16.3 17.4 184

De acuerdo con la tabla, ;cudl es la velocidad de la pelota cuando alcanza una altura en t =
0.4 segundos? Justifica la eleccion de tu respuesta.

a) 11.5m/s b) 1.23m/s ¢) 1491 m/s d) 16.3m/s e) Otro
Figura 2 - Tarea 8 del cuestionario CDM-derivada
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3 Andlisis de las configuraciones cognitivas asociadas a la resolucion de las tareas 4 y 8

Para el andlisis cualitativo de las respuestas de los estudiantes, utilizamos algunas
herramientas del enfoque ontosemidtico descritas en el apartado 2, en particular, aquellas que
nos ayudan a analizar sisteméaticamente las practicas matematicas desarrolladas por los futuros
profesores para resolver los problemas propuestos, asi como los objetos primarios (elementos
lingliisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) Yy procesos
(particularizacion — generalizacion, materializacion — idealizacion) implicados en la
realizacion de dichas practicas (GODINO et al., 2011).

3.1 Configuraciones cognitivas asociadas a la resolucién de la tarea 4

En las resoluciones que dieron los futuros profesores a la tarea 4, se identificaron
cinco tipos de configuraciones que hemos denominado: 1) analitica - extensiva; 2) analitica -
intensiva; 3) trazado de tangentes; 4) uso de situaciones particulares de variacion; y 5) limite
de las tasas medias de variacion. Para cada una de estas configuraciones cognitivas,

analizamos un ejemplo prototipico.
3.1.1 Configuracion Cognitiva 1: analitica—extensiva

El eje central de este tipo de resolucion son las argumentaciones o justificaciones a la
proposicion aludida por el elemento linguistico la derivada de una funcién constante siempre
es igual a cero, mediante casos particulares del calculo de las pendientes de algunas rectas
horizontales. La Figura 3 muestra la solucién dada por un estudiante (estudiante A) a la tarea
4.

Practicas

Como puede observarse en la Figura 3, la actividad matematica desarrollada por el
estudiante A comienza con la representacion (simbodlica y grafica) de la funcidén constante
f(x) = 2. Luego, considerando la derivada como la pendiente de la recta tangente a la funcion

gue plantea, calcula la pendiente de la recta tangente a la funcion f(x) = 2 dados los puntos

(3, 2), (4, 2), aplicando que m = g El estudiante A finaliza su actividad considerando que
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lo anterior justifica la proposicion la derivada de una funcion constante siempre es igual a

Cero.
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Figura 3 - Solucidn a la tarea 4 por el estudiante A
Configuracion Cognitiva

En la actividad matematica desarrollada por el estudiante A, es posible identificar
diversos elementos linguisticos (graficos, simbolicos y verbales) que dan cuenta de
conceptos/definiciones y proposiciones que el estudiante utiliza en sus procedimientos y en
sus argumentos. Ejemplo de elementos linguisticos son: la representacion grafica y simbolica
para la funcion constante f(x) = 2, el elemento linglistico verbal Considero a la derivada
como la pendiente de la recta tangente, la representacién simbolica para el calculo de la
pendiente, entre otros.

Entre los conceptos/definiciones centrales se encuentra el de funcion constante,
particularizada en f(x) = 2, y derivada, entendida como pendiente de la recta tangente,
referida por el estudiante mediante la expresion considero a la derivada como pendiente de la
recta tangente.

En cuanto a las proposiciones/propiedades destacan la relacion analitica y — y; =
. . 2-2 .. . ;. .
m(x — x;), particularizada en m = =Y las proposiciones implicitas la pendiente de una

secante a una linea recta coincide con la pendiente de la recta, m = 0, y la derivada de la
funcién f(x) = 2 es cero.

Los conceptos y proposiciones centrales, referidos anteriormente, son utilizados en un
procedimiento analitico en el cual se calcula la pendiente de la recta tangente, dados dos

puntos cuyas coordenadas son ((3, 2) y (4, 2)) de la recta f(x) = 2. Este procedimiento lo
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hace reiterativo cuando sefiala asi podemos considerar otros puntos..., y considera que lo

anterior justifica la proposicion la derivada de una funcion constante siempre es igual a cero,
cuando continda ...y notaremos que la derivada siempre va a ser cero. Sin embargo, el
estudiante A no logra justificar la proposicion general inicial y resuelve la tarea para el caso
particular f(x) = 2.

En la solucion que presenta el estudiante A, se observa un proceso de particularizacion
del problema, ya que traslada la tarea inicial de justificar la proposicion la derivada de una
funcion constante siempre es igual a cero a justificar la proposicién la derivada de la funcién
f(x) = 2 siempre es igual a cero.

Adicionalmente se encuentra que el estudiante A no resolvio el apartado b) de la Tarea
4, lo cual evidencia escaso conocimiento comun vy, al parecer, la ausencia de conocimiento
especializado del contenido para su solucion.

Debido a limitaciones de espacio, el andlisis de las restantes configuraciones
cognitivas identificadas lo realizamos de forma menos detallada; es decir, se describen las
practicas matematicas, sefialando los objetos primarios y los procesos matematicos mas

relevantes.

3.1.2 Configuracion cognitiva 2: analitica—intensiva

La Figura 4 muestra la solucion dada por el estudiante B a la Tarea 4, la cual hemos
inscrito dentro del tipo analitica-intensiva. A diferencia del tipo de la solucion anterior, las
soluciones analiticas-intensivas tienen la caracteristica de que las argumentaciones o
justificaciones de la proposicion a la que hace referencia la expresion la derivada de una
funcion constante siempre es igual a cero, se realiza mediante el calculo de la pendiente de una
funcién constante genérica .

En la Figura 4 observamos que el estudiante, primeramente, proporciona la grafica de
una funcion constante cualquiera y considera dos puntos cualesquiera de ella (x1, f(x1)) Y
(x4, f (x3)). Seguidamente calcula la pendiente, dados dos puntos, de la recta horizontal que
representa la funcién constante, pues considera que la derivada de la funcion constante es la
pendiente de la recta tangente. El estudiante concluye proporcionando la representacion
gréfica de la funcion derivada.

En la solucion que presenta el estudiante B, pueden identificarse conceptos centrales

tales como la funcion constante genérica, referida por el elemento linglistico grafico y
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simbdlico f(x) =k, y la funcion derivada referida por los elementos linguisticos f'(x) =

pendiente de la recta tangente a la curva en el punto x = x, y la gréfica de la recta que

coincide con el eje x. Los puntos x; y x,, sefialados en la primera grafica, junto con la

. - - ' k—k . . ..
propiedad m = 2221 utilizada como f (x) = —, muestran evidencia del procedimiento
1742

Xo2—X1
analitico seguido, el cual consistio en el calculo de la pendiente de una recta horizontal
cualquiera dados dos puntos cualesquiera pertenecientes a la misma. No queda explicito que
el alumno sea consciente de la proposicion implicita la pendiente de la secante a una recta
coincide con la pendiente de la tangente a dicha recta, y ambas coinciden con la pendiente de

dicha recta, lo cual justificaria la solucion dada.

“{_- Y 4
o) ’/«A Flx) =k
% ‘I_I(_‘> =0
— /«' .
/ X
b’ ~l, ] J] ,
T = Him Flxead - £(=) f(=2):
XS Ax Az -
V.k”.n K -k ‘F() l‘/“.x) = K
X~ Ax - 'Zh
= /k [ O
X4 x
= 8

Figura 4 - Solucion a la tarea 4 por el estudiante B

Ademas, se observa que el estudiante no justifica el uso de los elementos linglisticos,
conceptos, proposiciones y procedimientos utilizados en su solucion, o bien, considera que el
conjunto de todos estos son la justificacién. De cualquier forma, el estudiante B, de hecho,
opera con una funcién cualesquiera, pero omite explicitar que su razonamiento es valido para
cualquier funcién constante.

En cuanto al apartado b) de la tarea, si bien es cierto que el estudiante escribe limite
cuando x tiende 4x, tal error parece no afectar a sus consideraciones en relacion con el valor
del limite y con sus subsecuentes consideraciones. Vemos que dicho estudiante no tuvo
dificultad en probar la proposicion inicial mediante la derivada como limite del cociente de

incrementos. La actividad matematica desarrollada por el estudiante B en la Tarea 4 sugiere
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Qo]

que dicho estudiante posee un grado de conocimiento comun suficiente, en tanto que fue

capaz de resolver la tarea; asi mismo, evidencia cierto grado de conocimiento especializado
del contenido, ya que plante6 dos procedimientos y justificaciones distintas para la

proposicion planteada.

3.1.3 Configuracion cognitiva 3: trazado de rectas tangentes

La Figura 5 muestra un ejemplo caracteristico de este tipo de solucién. La
caracteristica central son las justificaciones dadas a la proposicion referida por la expresion la
derivada de una funcion constante siempre es igual a cero, a partir del trazado de rectas

tangentes a la funcién constante, lo cual se evidencia con la solucion dada por el estudiante C.

@
ha vecta Jrungwjfe a f6) em el
@ th‘; a ;Cou’quldﬁ Con ;f(x)
% s una vecta horeontad
d ; foo=c . porlo qe la pondiente es 0
;ﬂ —~—
S(Q Y,S) ( Y) = C
b 5 P s
) , D L OxHBx)- Jox)
f(X) - ()txl:o Ax
o= im a-=° = f’w;o ¢ = O
ArsO A X FAY

Figura 5 - Solucio6n de la tarea 4 por el estudiante C

Como se puede observar en la Figura 5, la solucion del estudiante C, a diferencia de
los dos tipos anteriores, podria considerarse como mas visual. Se identifican elementos
linglisticos graficos y verbales (apartado a) que hacen referencia a conceptos centrales tales
como funcién constante f(x) = cy derivada, entendida como pendiente de la recta tangente.

Asi mismo, el estudiante utiliza elementos linguisticos que refieren a proposiciones
tales como: [la gréafica de] la recta tangente a la funcion f(x) en el punto a coincide con la

[grafica de] la funcion f(x), y la pendiente de una recta horizontal es cero. Estas
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proposiciones dan cuenta del procedimiento y su justificacion empleados por el estudiante
para la resolucion de la tarea. Asi, el procedimiento consiste en el trazo de rectas tangentes a
la funcion constante en puntos cualesquiera pertenecientes a dicha funcion, y la justificacion
es: dado que la representacion grafica de las rectas tangentes coinciden con la representacion
gréafica de la funcion, y tomando en cuenta que la pendiente de una recta horizontal es cero,
entonces la pendiente de la recta tangente a la funcion constante es cero.

El apartado b) de la tarea es resuelto mediante la manipulacion algebraica de
elementos simbolicos que hacen referencia a la definicion de la derivada, presentada
frecuentemente en los libros de texto.

Sobre la base de lo anterior, concluimos que el estudiante C posee el conocimiento
comun suficiente, que es necesario para resolver la tarea. Sin embargo proponer una solucion
visual (apartado a) y no realizar conexiones con otros objetos matematicos para justificar de
manera mas formal la proposicion inicial, evidencia que su conocimiento especializado del

contenido requerido para dar solucién a la tarea debe ser mejorado.

3.1.4 Configuracion cognitiva 4: situaciones particulares de variacion

A diferencia de los tres tipos de configuraciones anteriores, en ésta existe un cambio
sustancial: la consideracion de la derivada como velocidad. De esta forma, la caracteristica
central es la justificacién de la proposicion mediante situaciones concretas de variacion,
especificamente, de velocidad. La Figura 6 muestra la solucion presentada por un estudiante y

que es prototipica de las soluciones mediante situaciones particulares de variacion.
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Figura 6 - Solucion de la tarea 4 por el estudiante D

A partir de los elementos linglisticos (graficos, verbales y simbolicos) de la solucion
del estudiante D, podemos observar que considera conceptos tales como funcién constante
arbitraria f(x) = k, distancia o desplazamiento, tiempo y derivada la cual es interpretada
como la funcién velocidad. Aunque se percibe una aparente desconexion entre el concepto de
funcién constante y el de desplazamiento cuando sefiala la derivada de una funcion constante
es cero debido a que la funcion de la situacion no presenta desplazamientos..., utiliza la
funcién constante como funcion de desplazamiento de algin objeto al que nunca hace
referencia. Sin embargo, el estudiante D parece no ser consciente de esta relacion.

Se puede decir que el procedimiento seguido por el estudiante D es empirico-
descriptivo y, en él, se encuentra implicita una proposicién fundamental para la solucién de la
tarea si un objeto no se desplaza a lo largo del tiempo, entonces la velocidad del objeto es
nula. Sobre la base de dicha proposicién y de los objetos matematicos antes mencionados, el
estudiante argumenta “...por tanto como se podria decir que no describe un desplazamiento o
cambio [la funcion constante], siempre mantiene el mismo valor y la velocidad o cambio es
nula” (ESTUDIANTE D), lo cual para él justifica la proposicion inicial y por tanto da
solucidn al apartado a) de la tarea.

En el apartado b) observamos que el estudiante D evidencia dificultades para utilizar

la definicion formal de la derivada como limite del cociente de incrementos, propone la

o - F)=f(x+Ax)
expresion limy,_,q f(x) = AI}CEIOW

, que corresponde a una definicion equivalente de
la derivada tomando el incremento Ax en un intervalo donde la funcién es decreciente; sin

embargo, no parece claro que el estudiante sea consciente de esta propiedad. Posteriormente,

propone la siguiente expresion f'(x) = Alim fO)—fx+Ax)

. Finalmente, realiza un proceso de
x—0 (x+Ax)—x

particularizacion de la tarea propuesta, tomando una funcién constante particular, y prueba

que la derivada de la funcion f(x) = 5 es cero.
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Es plausible inferir que el estudiante D tiene dificultades para manifestar tanto el
conocimiento especializado del contenido como el conocimiento comun requerido para la

solucion de la tarea.
3.1.5 Configuracion cognitiva 5: limite de tasas medias de variacion

La Figura 7 muestra la solucién dada por el estudiante E a la tarea 4 y que es
caracteristica de este quinto tipo de configuracion cognitiva.

Una de las caracteristicas que diferencia este tipo de solucion respecto del anterior es
el uso de argumentaciones basadas en la nocion de tasa instantanea de variacién, sin
considerar casos concretos como la velocidad. Asi, en la Figura 7 puede observarse como el
estudiante E usa un elemento linglistico grafico el cual hace referencia a los conceptos de

funcion constante arbitraria f(x) = k, valores del dominio (a y b del eje x), imagen (f(a) y
f(b)) y la nocién de cambio (la cual interpreta por medio de la relacion f(bg% ). La derivada

la interpreta como razon instantanea de cambio cuando sefiala como la derivada se calcula

con los cambios en la funcion, entonces si nos situamos en dos puntos x =a y x =b y

£ 1 (b)-f(a . .,
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Figura 7 - Solucidn de la tarea 4 por el estudiante E

Luego el estudiante da evidencia del procedimiento usado al describir la siguiente

L - . f(b)—fi
proposicion como se puede ver en el grafico el cambio que sufren las ordenadas [%] es

cero para cualquiera dos valores de x. El estudiante observa el cambio que sufren dos
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ordenadas (imagenes) respecto al cambio de sus abscisas, para posteriormente tomar el paso

al limite (solucion dos) que denota la razon instantdnea de cambio. El estudiante E argumenta:
“como no se presentan cambios entre las ordenadas de f(x), entonces la derivada de una

constante es cero”. Lo anterior se puede expresar mediante la proposicion implicita dado que
fO-f@ _

—a

el cambio es nulo entonces la razon instantanea de cambio también es nula (si

f(b)—f(a) _
b-a

entonces limy,_,, 0).

La solucidon dada por el profesor en formacién muestra evidencia del dominio de
objetos matematicos primarios centrales (elementos linguisticos, conceptos, proposiciones,
procedimientos y justificaciones) alrededor de la nocion de la derivada como razén
instantanea de cambio. De esta forma, es claro que el futuro profesor posee un buen dominio
del conocimiento comun, y muestra evidencia de cierto grado de conocimiento especializado

del contenido, ambos requeridos para la solucién de la tarea.
3.2 Configuraciones cognitivas asociadas a la resolucion de la tarea 8

Mediante las soluciones que los futuros profesores de bachillerato dieron a la tarea 8,
se pudieron identificar 4 tipos distintos de configuraciones que hemos denominado: 1) patrén
numeérico; 2) uso de la relacidn fisica v=d/t; 3) aproximacion por la izquierda o derecha, y 4)
aproximacion bilateral. Es importante sefialar que, inicialmente, esperabamos (a excepcion de
la opcion a, Figura 2), respuestas parecidas a las reportadas en el trabajo de Cetin (2009), en
donde los estudiantes resolvieron la tarea mediante los siguientes procedimientos:

e Sumando las distancias entre un tiempo y otro y dividiendo el resultado por seis, s
decir, %[(f(o.l) —f(0)) + (f(0.2) — f(0.1)) + --- + (f(0.6) — £(0.5))], lo que da como
resultado la opcion b.

e Sumando las imagenes de cada uno de los tiempos dados y dividiendo el resultado por
siete, es decir, %[f(o) + f(0.1) + --- + £(0.6)], lo que da como resultado la opcién c.

e Eligiendo la imagen de t = 0.4, f(0.4), como la velocidad puntual de la pelota, lo que
resulta en la opcién d.

Sin embargo, los cuatro tipos de configuraciones que identificamos tienen

caracteristicas distintas. A continuacion, procediendo como en la seccion 3.1, analizamos cada
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uno de dichos tipos de configuraciones mediante un ejemplo caracteristico para cada una de

las tipologias.

3.2.1 Configuracion cognitiva 1: patron numérico

La caracteristica de este tipo de solucion, aunque los estudiantes que la propusieron no
Ilegaron a concretarla, es que a partir de los datos numéricos presentados en la tabla (puntos
pertenecientes a una funcion), se intenta determinar el patron o regla de correspondencia que
define la funcion. La Figura 8 presenta una de las respuestas (estudiante F) que ilustra este

tipo de solucién.
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Figura 8 - Solucion de la tarea 8 por el estudiante F

Puede observarse que el estudiante F utiliza elementos linguisticos que hacen
referencia a nimeros o cantidades que representan tanto al tiempo transcurrido t =
0,0.1,...,0.6 como a la altura de la pelota para un tiempo t determinado f(t) = 11,11 +
1.4,...,11 + 7.4. Luego, haciendo uso de la proposicion una pelota se lanza al aire desde un
puente de 11 metros de altura [f(t) = 11 para t = 0], realiza una descomposicion de las
alturas f(t) 124 =11+1.4, 13.8=11+28,...,184 =11 + 7.4. Luego, procede por
ensayo y error para encontrar un patrén que le ayude a determinar la expresion para f(t), lo
cual se evidencia con la expresion 11 + (1.4 —.1). El estudiante F no logra concretar su
solucion.

Al parecer, este estudiante no se percata de que el procedimiento que ha usado para
resolver la tarea es, quiza, el mas complicado de todos los posibles. Tratar de encontrar una
expresion simbolica para f(t) — dado que los datos de la tabla no se ajustan de manera directa
al modelo fisico-matematico descrito en el apartado 2.2 — a partir de los siete puntos dados, es

una tarea complicada. Es posible encontrar una funcién que se comporte aproximadamente
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igual a lo largo de esos siete puntos; no obstante, esta tarea es dificil puesto que se refiere a
una funcién polinémica de, al menos, grado seis, y los participantes del estudio no contaban
con calculadoras graficadoras, ni algun otro tipo de tecnologia que facilitara este trabajo.

Una posible solucion por esta via — en lapiz y papel sin el uso de algin recurso —
podria realizarse haciéndose uso de la interpolacion polinémica de Lagrange, la cual sefiala
que dado un conjunto de k + 1 puntos (XO,YO)' ., (Xx, yx), donde todos los x; se asumen

distintos, es posible hallar una funcion, que pase por ellos, mediante la combinacién lineal:
k
L(x) = Z v 6 (x)
j=0

donde y; son escalares y ¢;(x) viene dada por:
K

[() | |x—xl-
] =g T

Asi, el polinomio interpolador para nuestra tarea seria:

Lo = 250006 — 52500t° + 43750t* — 18375t3 + 3160t2 + 2349t + 1980
- 180

La funcion de velocidad de la pelota para un tiempo t € [0,0.6]

Lo 1500005 — 262500t* 4+ 1750003 — 55125¢2 4+ 6320t + 2349
B 180

Y finalmente, la velocidad de la pelotaen t = 0.4 es

' 691
L(04) = —~ 11.5166 ™/s

3.2.2 Configuracion cognitiva 2: uso de la relacién fisica v=d/t

La Figura 9 muestra la solucién que da el estudiante G a la tarea 8 y que es

caracteristica de este tipo de configuracion.
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Figura 9 - Solucién de la tarea 8 por el estudiante G
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Como se puede observar en la Figura 9, la caracteristica central de este tipo de
solucién es el empleo tanto de la proposicién velocidad es igual a distancia entre tiempo
(v= C1/t) como de la desconsideracion que se realiza del objeto derivada como velocidad
instantanea.

Asi, el estudiante evidencia elementos linglisticos simbolicos y verbales que evocan a
la consideracién de conceptos tales como velocidad (promedio), distancia, tiempo; y
proposiciones tales como ‘v = d/t’ y ‘Yo digo que es 13.25 M/ ..

El procedimiento usado fue el célculo de la velocidad promedio de la pelota entre
t =0yt = 0.4, mediante la relacion v = d/t. Asi, el estudiante G halla el tiempo transcurrido
entret=0yt=0.4 ‘el tiempo fue de 0.4 [0.4s — 0s] "y la distancia que recorre la pelota en

ese lapso ‘la distancia que recorrid es de 5.3 [16.3m — 11m]’. Luego, calcula la velocidad

promedio (5);2 = %3 y da su respuesta mediante la expresion 13.25 m/s”, la cual justifica “ya

que la velocidad es v = d/t y la distancia que recorrio [la pelota] es de 5.3 y el tiempo fue de
0.4” (ESTUDIANTE G).

El estudiante G parece no percatarse de que la tarea requiere la interpretacion de la
derivada en un punto como velocidad instantdnea. Tampoco tiene en cuenta la relacion entre
velocidad promedio (v = d/t ) y la pendiente de una recta secante que corta a la funcion en
t=0y t= 0.4, relacion que le habria ayudado a reconocer que su respuesta era incorrecta.
Con lo anterior, parece argumentado que el estudiante G no muestra evidencia del
conocimiento matematico ampliado (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013) requerido para

resolver la tarea.
3.2.3 Configuracion cognitiva 3: aproximacion por la izquierda o derecha

Este tipo de configuracion tiene muchas similitudes con el tipo anterior. Entre las
distinciones mas notables se encuentra el hecho de que los estudiantes no consideran (al
menos explicitamente) la relacion v = d/t, y la otra es que para calcular la velocidad

promedio se tomaron valores mas préximos a t = 0.4 s (por ejemplo t = 0.3 s). La Figura 10

muestra la solucion que da el estudiante H y que es prototipica de este tipo de configuracion.
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Figura 10 - Solucién de la tarea 8 del estudiante H

En la solucion que se presenta en la Figura 10, se observan elementos linglisticos
iconicos (dibujo del puente) y simbolicos que dan evidencia tanto de conceptos tales como
distancia, tiempo y velocidad promedio; como de proposiciones tales como la pelota se lanza

al aire desde un puente de 11 metros de altura [f(t) = 11 para t = 0] y velocidad es igual a
distancia entre tiempo (v = d/t). A partir de estos objetos matemaéticos, el estudiante H

desarrolla un procedimiento centrado en el calculo de la velocidad promedio de la pelota entre

los tiempos t = 0.4 y t = 0.5 y considerando un incremento h = 0.1 (méas pequefio que en el

. .y - 17.4—-16.3 0.11
tipo de solucion anterior) Yy Sryiairete 11.

A pesar del error en el que incurre el estudiante, al establecer que el resultado de la
resta 17.4-16.3=0.11, afirmamos que su solucidn es una aproximacion por la derecha a la
velocidad de la pelota en el instante t = 0.4, ya que considera un tiempo posterior (t = 0.5)
para el célculo de la velocidad promedio; y dicho error no afecta a la globalidad de su
razonamiento ni de los objetos matematicos primarios que moviliza en su solucién. En este
caso, el procedimiento si que es usado por el estudiante como argumentacion para su
respuesta. La afirmacidn, por tanto la respuesta es a) 11.5 m/s, la propone debido a que es la
opcidn mas parecida al resultado que ha obtenido con sus célculos.

Al igual que en el caso anterior, no se tiene evidencia suficiente de que el estudiante H
se haya percatado de que en realidad ha calculado la velocidad promedio de la pelota (entre

t = 0.4yt = 0.5)ynosuvelocidad instantanea en el instante t = 0.4.
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3.2.4 Configuracion cognitiva 4: aproximacion bilateral

La caracteristica mas importante en esta configuracion es la aproximacion bilateral que
se realiza a la derivada de la funcién en el punto t = 0.4, a través de valores numéricos de la
funcién. Lo anterior también se conoce como derivada numérica. La Figura 11 muestra la

solucién dada por el estudiante I, que ilustra este tipo de configuracion cognitiva.
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Figura 11 - Solucion a la tarea 8 por el estudiante |

El estudiante | comienza la solucion de la tarea indicando “Si f(t) es una funcion de
posicion de un objeto en un tiempo determinado, f'(t) es la funcién que da la velocidad a la
que va dicho objeto y esto es la razén de cambio en el instante deseado. De esta primera
expresion dada por el estudiante, se puede inferir el dominio de conceptos centrales tales
como funcion (posicién de un objeto respecto del tiempo), derivada (como funcion
velocidad), y la derivada en un punto interpretada como razén de cambio instantanea.
También aparecen proposiciones tales como f(t) es una funcion de posicion de un objeto en
un tiempo determinado y f'(t) es la funcion que da la velocidad a la que va dicho objeto y
una ultima que da cuenta de la comprension que tiene el estudiante de la tarea “...y esto es la
razon de cambio en el instante deseado . Esta Gltima proposicion sugiere que pretende hallar
la razon de cambio en el instante t = 0.4. Esto Gltimo se hace méas evidente a partir del
elemento linguistico que revela el procedimiento que sigue.

Primero considera una razén de cambio antes de t = 0.4 s que se refiere al calculo de

la razén de cambio o velocidad promedio de la pelota entre los tiempos t =03 y t = 0.4

16.3—15.1 1.2 - -z . . .
~i03 " oai" 12 (aproximacion a la razon de cambio en el instante t = 0.4 por valores de

la izquierda y con incremento h = 0.1). Luego considera una aproximacion ‘después de

t = 0.4 s’, que hace referencia al calculo de la razén de cambio o velocidad promedio de la

. 4—-16.3 . . -z P
pelota entre los tiempos t =0.4 y t = 0.5 % = % = 11 (aproximacion a la razon de
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cambio en el instante t = 0.4 por valores de la derecha y con incremento h = 0.1). A partir de

estas velocidades promedio el estudiante | calcula la razon de cambio instantanea para t = 0.4

velocidad en t=0.4s = 12;11 = 11.5 M/s (aproximacioén bilateral a la velocidad de la

pelota en el instante t = 0.4 s, mediante el promedio de las velocidades promedio, con
t = 0.4 en el centro del intervalo considerado).

Es preciso indicar que tanto las tareas como los andlisis que aqui se realizan
corresponden al contexto y a los objetivos de esta investigacion. En relacion con el analisis
epistémico realizado, previo a la implementacion del cuestionario, éste se podria ampliar y
evidenciar en otros trabajos dando cuenta de aspectos relacionados con el dominio de la
funcion, con la validez de la afirmacion la derivada de una funcién constante siempre es igual
a cero, referida a funciones de valor y variable real, y a la topologia usual del campo
numérico de los nimeros reales. Lo mismo se puede afirmar de la segunda tarea, en tanto que
se podrian considerar aspectos tales como: la derivabilidad de la funcién representada
numéricamente por la tabla, la posibilidad que la componente horizontal de la velocidad no
sea cero, resistencia del aire etc. Ahora bien, no parece necesaria esta ampliacion dada la
poblacién a la cual se ha aplicado el cuestionario y los objetivos que perseguimos en este

articulo.

4 Resultados y Discusién

Para el andlisis de las tareas respecto a la variable grado de correccién, consideramos
los siguientes casos: respuesta correcta, respuesta parcialmente correcta, respuesta incorrecta
y no responden. Para el caso de la tarea 4 (Figura 1), se consideraron como correctas aquellas
respuestas en las que se emplearon representaciones graficas y descripciones verbales para dar
justificaciones validas para la proposicién la derivada de una funcién constante siempre es
cero. Respuestas parcialmente correctas eran aquellas en las que se proporcionaban graficas
validas, pero las descripciones verbales no justificaban la proposicion inicial. Se consideraron
respuestas incorrectas aquellas en las que no se proporcionaron ni graficas, ni descripciones
verbales validas, para justificar la proposicién en cuestion. La Tabla 1 presenta los resultados

obtenidos para el grado de correccion de la tarea 4.
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Tabla 1 - Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la Tarea 4

Grado de Correccién Ape_lrtado a) - Apa_lrtado b) -
Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje
Correcta 19 35,9 23 43,4
Parcialmente correcta 21 39,6 8 15,1
Incorrecta 8 15,1 15 28,3
No responden 5 9,4 7 13,2
Total 53 100 53 100

Como puede observarse en la Tabla 1, s6lo el 35,9% de los futuros profesores resolvio
de forma correcta el apartado a) de la tarea 4. Esto sugiere que mas de la mitad de los
estudiantes para profesor presentaron dificultades para resolver dicho item. El apartado b) lo
responden correctamente el 43,4% de los estudiantes, lo que evidencia que mas de la mitad
de los futuros profesores tienen dificultades para demostrar mediante la definicién formal de
la derivada la proposicion la derivada de una funcién constante siempre es cero. Lo anterior
muestra que mas del 50% de los futuros profesores manifiesta carencias respecto al
conocimiento del contenido especializado requerido para la solucion de la tarea.

Para la Tarea 8 (Figura 2), se consideraron correctas aquellas respuestas en las que se
obtuvo la velocidad pedida de la pelota a partir de procedimientos y justificaciones validas.
Las respuestas correctas estan relacionadas con el tipo de configuracion por aproximacion
bilateral (apartado 3.2.4). Las respuestas parcialmente correctas, relacionadas con la
configuracién por aproximacion por la izquierda o derecha (apartado 3.2.3), fueron aquellas
en las que se utilizaron procedimientos y justificaciones que no son del todo erréneos, pero
tampoco son validos para encontrar la velocidad pedida.

Como incorrectas se consideraron aquellas respuestas en las que no se halla la
velocidad de la pelota para t = 0.4, debido a que los procedimientos seguidos y las
justificaciones dadas no eran validos. Las respuestas incorrectas estan relacionadas con los
tipos de configuraciones descritas en los apartados 3.2.2 y 3.2.1. La Tabla 2 muestra los
resultados obtenidos para el grado de correccidon de la tarea 8.

Tabla 2 - Frecuencias y porcentajes para el grado de correccion de la Tarea 8

Grado de Correccién T_area 8 -
Frecuencia Porcentaje
Correcta 1 1,9
Parcialmente correcta 5 9,4
Incorrecta 23 43,4
No responden 24 453
Total 53 100

Es posible observar a partir de los datos que se presentan en la Tabla 2 que tan s6lo un

estudiante para profesor (1,9%) logra resolver correctamente la tarea, y cinco (9,4%) dan una
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respuesta parcialmente correcta. Esto sugiere que, al menos, el 88,7% de los futuros
profesores exhiben carencias respecto del conocimiento ampliado requerido para resolver la
tarea.

La Tabla 3 presenta los resultados obtenidos para la Tarea 4, en relacion con la

variable cualitativa tipo de configuracion cognitiva.

Tabla 3 - Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracién cognitiva del item a) de la
Tarea 4

Tarea 4: itema)
Frecuencia Porcentaje

Tipo de configuracién cognitiva

Analitica - extensiva 15 28,3
Analitica - intensiva 20 37,7
Trazado de tangentes 2 3,8
Uso de situaciones particulares de variacién 1 19
Limite de las tasas medias de variacion 5 9,4
No dan solucién 10 18,9
Total 53 100

La Tabla 3, sefiala que el 69,8% de los futuros profesores proporciona una solucién
(analiticas-extensivas, analiticas-intensivas, trazado de tangentes) en la que la derivada en un
punto se interpreta como la pendiente de la recta tangente. EI 11,3% interpreta, en su solucion,
la derivada como razén instantanea de cambio. Este hecho, aunado a las evidencias que
surgen a partir del analisis de los distintos tipos de configuracion (apartado 3.1), sugieren una
aparente desconexion entre los distintos significados de la derivada y diversas interpretaciones
usadas por los estudiantes. Dicha desconexidn se torna mas evidente en las soluciones que los
estudiantes presentan en la tarea 8. Asi, debido a la relacion existente entre la tarea y el tipo
de conocimiento que evalla, queda claro que los estudiantes presentan carencias no sélo en
cuanto al conocimiento especializado (uso de distintas representaciones, uso de distintos
significados de la derivada, resolucion del problema mediante diversos procedimientos, dar
diversas argumentaciones validas para explicar dichos procedimientos etc.), sino también en
relacion con el conocimiento comun requerido para resolver la tarea.

Finalmente, la Tabla 4 presenta los resultados obtenidos respecto a la variable tipo de
configuracién cognitiva para la tarea 8 (Figura 2). A partir de los datos obtenidos en el
analisis realizado para cada tipo de configuracion cognitiva (apartado 3.2) se puede observar,
en la Tabla 4, que 17 (32%) de los futuros profesores parecen no distinguir la diferencia entre
funcién derivada y derivada en un punto. Las configuraciones cognitivas asociadas a la
actividad matematica desarrollada por estos 17 profesores estan contempladas en: mediante la

relacion fisica v=dt” y aproximacion por la izquierda o derecha. Este resultado, referente a la
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problemaética para distinguir la diferencia entre la funcion derivada y la derivada en un punto
ha sido reportado en otras investigaciones (INGLADA; FONT, 2003; BADILLO;
AZCARATE; FONT, 2005; BADILLO; AZCARATE; FONT, 2011).

Tabla 4 - Frecuencias y porcentajes para el tipo de configuracion cognitiva para la Tarea 8

Tipo de configuracién cognitiva T_area 8 -
Frecuencia Porcentaje
Patron numérico 3 57
Uso de la relacién fisicav = d /t 13 24,5
Aproximacion por la izquierda o derecha 4 7,5
Aproximacion bilateral 2 3,8
No dan evidencia de su solucion 31 58,5
Total 53 100

Esta desconexién aparente entre la interpretacion de la derivada en un punto y la
funcion derivada induce al error de responder la pregunta, ¢Cudl es la velocidad de la pelota
en el instante t = 0.4s? mediante el calculo de la velocidad promedio. Parece probado que los
futuros profesores no relacionan los distintos significados para la derivada. Los estudiantes
parecen ignorar que la relacion v = d/t representa la velocidad promedio de la pelota
correspondiente a dos tiempos distintos. Esta velocidad promedio se relaciona, a su vez, con
la pendiente de alguna recta secante a la funcion desplazamiento, lo cual no se corresponde

con una interpretacion para la derivada.

5 Reflexiones Finales

Los resultados obtenidos a partir del analisis, cuantitativo y cualitativo, de las
resoluciones que los estudiantes dieron a las tareas aqui analizadas, sefialan que los futuros
profesores exhiben ciertas dificultades para resolver tareas relacionadas con el conocimiento
especializado y ampliado sobre la derivada. Las resoluciones dadas a la Tarea 4 muestran que
se da mejor desempefio cuando se usa la derivada en un punto en su acepcion como pendiente
de la recta tangente. Ademas, en los resultados presentados en la Tabla 1 se observa que el
56,6% de los futuros profesores tuvieron problemas para demostrar, mediante la definicion
formal de la derivada la proposicién la derivada de una funcion constante siempre es cero, lo
cual sugiere que dichos estudiantes no dominan la practica de la demostracion cuando esta

conlleva el uso de la derivada como limite de tasas medias de variacion.
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Los resultados obtenidos en la Tarea 8, muestran las dificultades de los futuros
profesores cuando tienen que usar la derivada como razén instantanea de cambio en el caso de
una situacion de cierta complejidad.

Se ha evidenciado como el conocimiento comdn del contenido no es suficiente para
abordar tareas propias de la ensefianza, para las que se requiere no solo cierto nivel de
conocimiento del contenido especializado (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013), sino
también de conocimiento ampliado. Asi mismo, se advierte una aparente desconexion entre
los distintos significados de la derivada. Las respuestas de los futuros profesores muestran el
complejo entramado de précticas, objetos y procesos matematicos puestos en juego en la
resolucion de las tareas relacionadas con la derivada. La toma de conciencia de esta
complejidad es necesaria tanto para los formadores, para que den oportunidades a los
profesores de desarrollar el conocimiento requerido para la ensefianza de la derivada, como
para los propios futuros profesores, para que puedan desarrollar y evaluar la competencia
matematica en sus futuros estudiantes.

Finalmente, debemos destacar que el analisis de las practicas matematicas, y
configuraciones de objetos y procesos, se muestra como una herramienta potente para la
identificacion y caracterizacion de los conocimientos relativos a la faceta epistémica del
CDM, en tanto que proporciona pautas y criterios para analizar dichos tipos de conocimientos
manifestados por los futuros profesores. Las configuraciones cognitivas, descritas en la
seccidon 3, permiten identificar los significados que los futuros profesores atribuyen a los
objetos puestos en juego en las soluciones dadas a las tareas. Las categorias, o tipos de
configuraciones cognitivas, en las cuales se han agrupado las soluciones que éstos dan a cada
una de las tareas, se obtienen y describen a partir de las configuraciones de objetos y procesos

evidenciadas en sus soluciones.
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