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Construtivismo e os objetos da Teoria Matematica®

Michael Otte®

Muitos filosofos da Matematica tém considerado a Histéria Humana em geral e
a Histéria da Matematica em particular epistemologicamente irrelevantes. A
Matemaética parece ser um campo intelectual onde o desenvolvimento histérico é
tragado pelo Gltimo estdgio da arte, preservando, porém, a0 mesmo tempo, 0 que
permanece valido. Muitos acreditam que “contar a historia de um objeto tedrico x ndo é
um empreendimento conceitualmente distinto de descrever a teoria de x ... Pior ainda,
a Matematica. . . ndo admite uma histéria no mesmo sentido em que a Filosofia ou a
literatura admitem” (Rota 1986, 157)

Se, entretanto, se deseja ser habil para desenvolver ou usar a Matematica de uma
maneira significativa, € necessario coloca-la em seu préprio contexto. Para a grande
maioria das pessoas, isso implica um empenho em achar conexdes entre a Matematica e
outros campos da experiéncia e disso resulta um interesse em histéria. Eu acredito no
fato de que as idéias que carregamos conosco sobre o que a histéria humana é
influenciardo nossas concepcdes concernentes a epistemologia da Matematica.

A Matematica e a Logica ndo emergem somente de uma metanélise de troca
societaria, de comunicacdo e linguagem, como 0s empiricistas légicos parecem
acreditar; uma crenga que os leva a manter uma absoluta distin¢do entre o analitico e o
sintético e a tomar as leis da Ldgica e as proposi¢cbes da Matematica pura como
analiticas. Existem, de fato dois esquemas alternativos da compreensdo, “que dominam
a cultura filosofica contemporénea: o paradigma da linguagem e o paradigma da
producédo” (Markus, 1986). Desde o inicio do século XIX existem dois modos de pensar
em Matematica que, mais ou menos, correspondem a esses esquemas e que Se

manifestaram, por exemplo, de um lado, no criticismo de Kant por Bolzano e, por outro
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lado, por Hegel e Grassman.

O racionalismo dos séculos XVII/XVIII estava enraizado em Deus: “Toda
realidade deve ser baseada em algo existente”, disse Leibniz, “se 1a ndo existisse Deus,
l& ndo existiria nenhum dos objetos da Geometria” (citado em Lovejoy, 1936, 147).
Parece bastante natural para a mente contemplativa procurar o “existente” que é aquele
ser que € ndo obstante reduzido a algo mais, mas fala por si, no dominio espiritual, e
permanece como uma base para o verdadeiro conhecimento. “Se alguém pudesse
reduzir Platdo a um sistema prestaria um grande servico a raca humana”, disse Leibniz,
“e seria visto que tenho feito uma pequena aproximacdo para isto”. Além disso, 0
pensamento desse periodo “é determinado pelo que é pensado, pelo seu objeto”
(Gaidenko, 1981, 57), é um pensamento ontoldgico. O carater ontoldgico do
conhecimento é responsavel pelo fato de que a Matematica durante esse periodo foi
sintética em carater, ao invés de estar permanentemente preocupada com “analise”
(Boutroux, 1920). No século XVIII, ‘os usos do sintético’ e ‘sintese’ estavam
relacionados ao l6gico e ao empirico, enquanto a Matematica era tida como uma
“linguagem analitica” (Condillac) e como um calculo que permitia operar com objetos
que “ndo existem realmente” (L. Carnot). Mas isso foi, as vezes, considerado com
alguma inquietacdo, Assim, embora a Matematica na era moderna tenha sido
considerada, desde Descartes, como analitica, particularmente em sua orientacdo para a
generalidade do método matematico que foi possivel devido ao céalculo tem-se que
interpretar no contexto do ontologismo filosofico e do representacionalismo da era
classica (Bos 1984). Enfatizando a construtividade da Matematica mais do que qualquer
outro aspecto, Kant evidenciou o problema que foi central no século XIX, a relagdo
entre empiricismo e apriorismo.

Para almejar uma atividade dirigida, apenas o empirico ou aquilo que tem uma
clara proposta empirica aparecem como realmente existente e indubitavel. O
conhecimento é para ter uma funcdo e ndo é autotélico. Para compreender o poder e a
eficdcia da Matematica, Kant pretendeu conciliar empiricismo e apriorismo, e, portanto,
procurou pelos principios reguladores da atividade cognitiva.

Portanto, as formas de intui¢cdo pura concebidas em termos de espaco e tempo.
Por um lado, Kant foi o primeiro filosofo a concentrar-se na atividade ou construcao

como um elemento fundamental da epistemologia. E por meio de sua prépria atividade
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que o homem estabelece relagcbes com o mundo social e objetivo. Por outro lado, a
atividade ou construgdo concebida como um mero processo empirico e o funcionalismo
associado a cada concepcdo ndo fornecem fundamento para a idéia de verdade (Kant
apreciou bastante as reflexdes de Hume sobre esse problema). Como formas de intuigéo
pura, espaco e tempo, foram supostos como fornecendo fundamentos que, a0 mesmo
tempo fossem compativeis com o “insight” que a cogni¢cdo tem um carater
essencialmente ativo e que conhecimento é baseado na construcao.

Em 1810, Bolzano criticou a elucidacdo de Kant da proposicao aritmética “7 + 5
= 12”. B. Bolzano, num apéndice a seu Beitrage zu einer beguindeteren Darstellung der
Mathematik (1810), embora re-colocando o problema original pelo mais simples “7 + 2
= 9”, por conveniéncia, comenta Kant como segue: “Muitos dos teoremas da Aritmética
sdo, como corretamente Kant assegurou, teoremas sintéticos. Mas quem ndo sente quéo
forcado foi o que Kant proclamou para dar validade a sua teoria sobre a intui¢do geral:
que esses teoremas sdo também baseados na intuicdo e (como poderia ser de outro
modo) na intuicdo de tempo?”

Provar o teorema 7 + 2 = 9 “ndo mostra dificuldade, se assumirmos o teorema
geral a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, isto é, que uma soma aritmética considera somente a
quantidade, ndo a ordem dos elementos (certamente um conceito diferente daquele da
sequéncia temporal). Esse teorema ainda exclui o conceito de tempo ao invés de assumi-
lo. Se aceitamos isso, contudo, o acima pode ser provado como segue: 1 +1=2,7+1=
8, 8 + 1 = 9 sdo meras explicacdes e teoremas arbitrarios. Entdo, 7+ 2=7 + (I + ) = (7 +
1) +1=8+1=9. “Assim, Bolzano raciocinou por recorréncia. Aqui ja é evidente a
transicdo das funcdes aritméticas como meros processos e atividades as suas
transformacfes em objetos particulares de consideragdo. Esse processo é continuado no
livro de Aritmética de Hermann Grassmann de 1861, onde a justificacdo recursiva das
funcbes aritmeéticas é usada para uma fundamentacdo axiomatica da Aritmética (Otte
1990). A intencdo total da critica de Bolzano a Kant ¢ dirigida para o significado de um
alegado empiricismo.

Isso torna-se ainda mais claro com respeito a intuicdo de espaco. A filosofia
kantiana toma, como Bolzano diz: “aquelas intuicdes serdo um adendo particular aos
conceitos e as definicdes da Matematica, como nada mais que um objeto subordinado a

definicdo de um conceito em geometria, um objeto que nossa imaginagdo produtiva
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acrescenta a definicdo dada. . .”

Deve-se dizer que “o que é exigido aqui pode aplicar-se bem a muitos, mas de
modo algum a todos os conceitos da geometria. Assim, por exemplo, o conceito de uma
linha infinita é também um conceito geométrico, que também deve ser explicado
geometricamente. E, contudo, a imaginacdo produtiva ndo pode certamente criar um
objeto que corresponda a esse conceito. Porque ndo podemos tracar uma linha infinita
por meio da imaginacdo, mas podemos e temos pensado nisso somente por meio da
razdo” (B. Bolzano 1975/76/77). Isso implica que a geometria é, ao contrario da
proposicao de Kant, também analitica.

Hegel, ao contrério, assegura que Kant e responsavel por um certo subjetivismo.
Ao contrario de Bolzano ou da visdo platénica da Matematica em geral, Hegel aceita o
argumento de Kant de que a atividade do sujeito desempenha um papel essencial no
processo de conhecimento e que a Matematica em particular deve ser definida em
termos genéticos, deve ser descrita com respeito ao seu desenvolvimento ativo. Hegel,
entretanto, critica Kant da perspectiva da consciéncia absoluta. Para Kant, o vigor da
Matematica estava no préprio fato de que a Matematica, em certo grau, representava um
ideal de cognicdo no qual a compreenséo estava baseada na sintese e na construgdo e na
evidéncia intuitiva direta para a qual a construcdo conduzia. Nesse sentido a Matematica
representa um conhecimento direto, quase local, que é um conhecimento, cujas razdes
ndo sdo para serem vistas além do contexto do que é diretamente acessivel.

A Matemaética parece ser um conhecimento direto simples. Um texto matematico
diz tudo o que tem a dizer e pode ser entendido literalmente. A Matematica € direta no
sentido do “loop” minimo. Se eu digo “p”, isso significa “p”. O significado referencial e
reduzido a predicacdo “a = a”. Tudo se auto-significa e ndo se refere a outro. Essa forma
direta, decerto, é também algum tipo de rigidez. Em sua histdria, a Matematica limitou-
se, primeiramente, a um ideal de cognicdo que equaciona a cogni¢do ou com 0 ver ou
com a logica.

Desse modo, entretanto, como Hegel acredita, a Matematica torna-se um
conhecimento meramente subjetivo, e o préprio construtivismo de Kant fica dentro
desse subjetivo, uma atitude também expressa no proprio fato da estima de Kant pela
Matematica. Hegel diz: “Pensamentos, de acordo com Kant, embora sejam universais e

categorias necessarias, sao somente nossos pensamentos, separados da coisa por um
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golfo intransponivel, do mesmo modo que a coisa se acha separada de nosso
conhecimento. Mas a verdadeira objetividade do pensamento significa que
pensamentos, longe de serem meramente nossos, devem ao mesmo tempo ser a real
esséncia das coisas e do que quer que seja um objeto para nos (Logica, § 412)”.

Recentemente Kitcher atacou o construtivismo de Kant, usando argumentos
similares ao de Hegel, afirmando que a Matematica, de acordo com Kant, simplesmente
descreve propriedades de “entidades mentais transitorias e privadas” (Kitcher 1984, 55).
Kant talvez deva ser acusado pelo psicologismo, estando interessado em verdades
matematicas, porque elas necessariamente aparecem como sendo verdadeiras, mas nao
sdo apenas verdadeiras. De outro lado, Kant tem repetidamente enfatizado que nossa
consciéncia do “self”, nosso “sentido interno” nunca € uma experiéncia imediata, mas
deve ser mediada por objetos externos ou meios de cognicdo. As condigdes gerais de
construcdo sobre as quais fala Kant obviamente dependem de um sistema abrangente de
significados de representacdo e conhecimento culturalmente produzidos, do qual nossos
sentidos somente formam uma pequena parte. Nessa perspectiva parece duvidoso se
existe uma tese kantiana de acordo com a qual “nossa constituicdo psicoldgica dita a
estrutura geométrica da experiéncia”. (Kitcher 1984, 55)

Tomando todas essas criticas juntas, pode-se ficar mais inclinado a seguir Kant
na procura de seus esforcos para estabelecer a atividade como conexao entre as
realidades empirica e psicoldgica. O problema essencial que se evidencia nesse ponto
consiste na conceitualizacdo do sistema de significados da atividade matemaética e da
estrutura dessa atividade, como baseada nesse sistema.

A referéncia aos meios de cognicdo torna possivel conceber as condi¢des-limites
e os principios reguladores, os quais Kant pesquisou nas formas puras de intui¢cdo de um
modo evolucionério, ao invés de um modo n&o histérico. Toda filosofia moderna desde
Kant se viu confrontada de algum modo com o fato de que “os principios reguladores
derivados da filosofia sdo considerados ou como o produto da evolugdo da cogni¢do ou
como sua condicdo indispensavel” (Amsterdanski 1975, 175)

Se considerarmos a hierarquia: “metateoria-teoria-realidade externa”, parece que
os seculos XVII/XVII pensavam a primeira relacdo como bem estabelecida, embora a
segunda tenha permanecido, estranhamente, ndo relacionada. Durante o século XIX a

situacdo parece mudar. Nas maos de Grassmann, por exemplo, axiomatica e tida como
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um sistema de afirmacGes metatedricas a servico da Matematica, concebida como uma
ciéncia das formas.

Os axiomas sdo, para Euclides, conteddos relacionados imediatamente
compreensiveis e fundamentos da teoria, dos quais essa teoria pode ser mais ou menos
logicamente deduzida. Isto é, os axiomas justificam-se por referenda aos objetivos
fundamentais da teoria. Esse fundamento ontoldgico do conhecimento, que prevaleceu
bem durante o século XIX, teve o efeito de que ndo poderiam ser concebidas teorias
diferentes ou alternativas de uma disciplina.

No Ausdehnanglehre de Grassmann, de 1844, a axiomética é um sistema de
requisitos transcendentais para o desenvolvimento de toda teoria matematica individual.
Esse novo papel da axiomatica € o mesmo dos principios simétricos e das leis da
conservacdo na Fisica. Como Wigner enfatizou em sua fala quando do prémio Nobel,
em 1963, nds também temos no conhecimento fisico um estrato - e as leis da natureza
tém a mesma funcdo nessa hierarquia com respeito aos eventos, como 0s principios
simétricos tém com respeito as leis da natureza. Essa funcionalidade revela-se,
sobretudo, no dinamismo. Em outras palavras, se soubéssemos todas as leis da natureza,
as propriedades de invariancia dessas leis ndo nos forneceriam novas informacoes e 0s
principios simétricos somente conteriam uma poés-classificagdo mais ou menos
supérflua das mesmas. O mesmo € verdadeiro para a relacdo entre a lei natural e o
evento real. Se soubéssemos todos os fatos, as leis naturais seriam uma descricdo mais
ou menos supérflua.

Uma mensagem anéloga pode ser derivada do chamado “dilema da teoricidade”
(cf. Tuomela 1983, 6) que mantém que conceitos tedricos sdo supérfluos: as teorias tém
um direito de existir somente enquanto tiverem um carater transcendental com respeito
a empiricidade perceptivel, da mesma forma que metaprincipios axiomaticos tém um
direito de existir por conta do seu carater transcendental com respeito as respectivas
teorias em questdo. E esse “direito de existir” somente se mostra na dinamica da
cognigéo que, desse modo, recebe um contexto.

A questdo essencial entdo é qual papel os objetos em estudo desempenham
quando guiam a dindmica da teorizacao. A resposta de Grassmann foi que essa dinamica
é determinada por uma interacdo dos “principios simétricos” de sua teoria geral das

formas e uma idéia intuitiva ou pré-concepcdo do campo do objeto em estudo. A
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concepcao da Matematica como uma ciéncia das formas depende da disponibilidade de
diferentes interpretac6es ou aplicacdes pretendidas.

A legitimacao de um metadiscurso evolui junto ou é baseado na questdo como o
que constitui, essencialmente, as relagdes do homem com a realidade externa ou o que
forma seu ser dentro do mundo. As respostas que prevalecem, diferindo embora em
conceitualizacdo e em detalhes, sd@o sempre referentes a mesma idéia como “atividade”,
construcdo da pratica social, etc. Eu quero esbocar isso nos dois exemplos seguintes,
no exemplo do conceito de funcdo e no do problema da igualdade. O conceito de
funcdo foi fundamental para que emergisse a abordagem conceitual em Matematica
como foram as identidades formais para a abordagem construtivista. J. T. Merz, em sua
monumental Historia do Pensamento Europeu no século XIX, escreveu:

“A concepcao de correspondéncia desempenha um grande papel na Matematica
moderna. E a nogdo fundamental na ciéncia da ordem, como distinta da ciéncia da
magnitude. Se a Matematica mais antiga, foi mais dominada pela necessidade de
mensuracdo, a moderna Matematica é dominada pelas concep¢des de ordem e arranjo,”
(Merz 1903, 736)

A luz das diferengas entre a abordagem de Matematica conceitual versus a
construtivista, eu posso acrescentar a isso, talvez, uma qualificacdo, afirmando que “a
necessidade de mensuracdo”, de fato, deu um grande estimulo para a evolucdo da
axiomatica moderna, que se originou do trabalho de Grassmann. Grassmann estava
interessado na concepgédo de estrutura e arranjo porque queria elaborar um modo pelo
qual um campo objeto deve ser conceitualizado para que 0s processos de mensuracdo
possam ser aplicados.

Na base do principio da identidade dos indiscerniveis de Leibniz, a igualdade de
dois objetos é determinada pelo fato de esses objetos terem caracteristicas comuns ou,
em outras palavras, por produzirem os mesmos valores como argumentos para qualquer
funcdo.

x =y see f(x) = f(y) para qualquer f

A igualdade é uma relacdo de equivaléncia que deve ser compativel com todas
as funcdes e e determinada por sua compatibilidade. Um tal requisito ndo € operativo, e,
de fato, o principio de Leibniz contém uma expressdo sucinta do ontologismo classico.

O objetivo ultimo, que é em geral somente para ser realizado por Deus através de uma
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analise infinita, repousa na determinacgéo de substancias individuais.

O construtivismo da Modernidade é, em contraste, uma espécie de relativismo.
De acordo com essa Vvisdo, ndo parece necessario que identifiguemos os objetos
individuais em todos 0s seus aspectos. Os nameros, por exemplo, como Niiniluoto disse
(cf. anais da conferéncia p. 5) “podem ser bem definidos em relagdo as suas
propriedades aritmeticas de relacdo, mas sdo indefinidos com relacdo a outras
propriedades”.

Na visdo construtivista, € a identificacdo dos objetos, ndo a diferenca entre eles,
que deve ser especificada. Cada identificacdo sera relativa e perspectivamente
dependente. Cassirer em seu trabalho Substanzbegriff und Funktionsbegriff escreveu no
mesmo sentido: “Enquanto a doutrina empirista considera a “igualdade” de certos
contetdos de apresentagdo como um fato psicoldgico auto-evidente que ela aplica
explicando a formacdo de conceitos, é justamente apontado, em oposi¢do, que a
igualdade de certos elementos s6 pode ser explicada de modo significativo quando um
“ponto de vista” foi estabelecido, do qual os elementos podem ser designados como
deste ou daquele modo. Essa identidade de referéncia de ponto de vista sobre a qual a
comparacao ocorre é nova se comparada com 0s proprios conteidos. A diferenca entre
esses contetidos, de um lado, e as “espécies” conceituais, de outro, pelas quais nos os
unificamos, é um fato irredutivel, e categérico . . .” (Cassirer 1910, 33). Cassirer deriva
disso uma diferenca no principio, entre objetos e conceitos ou, em outras palavras, ele
interpreta 0 “insight” de Kant de que conceitos ndo sdo simplesmente adquiridos de
objetos num processo de abstracdo simples, enfatizando uma diferenca no principio
entre teorias e 0 mundo dos objetos aos quais elas se referem. Entretanto, se essa
diferenca é tida como absoluta no sentido de uma liberdade plena para a construcao
matematica, e conceitos matematicos sdo, ndo obstante, co-determinados por extenséo,
entdo o problema da igualdade assume um carater meramente formal, ou desaparece
completamente. Se, por outro lado, for assumido que uma teoria axiomatica ndo pode
ser vista como completamente intencional, mas que se refere a um de seus Varios
conteldos objetivos, entdo funcdes especificas no sentido do requisito de
compatibilidade, acima, sdo selecionadas para essa teoria. A relacdo de igualdade,
entdo, precisa ser somente compativel com funcGes teoria-caracteristica particulares.

Alguém poderia mesmo dizer que ela precisa, possivelmente, apenas ser compativel
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com uma funcdo. Na econbmica equacdo “1 terno = 2 pares de sapatos”, o terno e 0s
sapatos tém apenas seus valores econdmicos e hada mais em comum.

Entdo, os requisitos da construcdo matematica ndo sdo arbitrarios. Isso é o
mesmo que dizer que o dominio das fung¢Bes que distinguem a relagéo de identidade ndo
é arbitrariamente seleciondvel, do mesmo modo como a teoria € considerada para ser
aplicada. Eu tenho mostrado, por exemplo, examinando as diferentes abordagens de
Grassmann e Leibniz ao problema das “caracteristicas geométricas”, que a relacao de
equivaléncia escolhida por Leibniz, de acordo com a tradigéo euclidiana, ndo funciona
como igualdade geométrica porque ndo é compativel com certos requisitos de medida,
isto €, ela ndo da origem a quantidade geométrica extensa no sentido sublinhado por
Lawere (cf. artigo da conferéncia). Foi exatamente esse fato que levou Grassmann a
escolher a equivaléncia de area (no caso tridimensional) como uma identidade
construtiva da relacdo de equivaléncia (Otte, 1989, 24/25). Grassmann modela a
concepcdo de espaco por meio de um espaco vetorial de dimensdo finita arbitraria,
munido com uma funcédo determinante D. O espaco (V, D) &, algumas vezes, chamado
um espaco de Peano (Rota a.0. 1985). Um espaco de Peano pode ser visualizado
geometricamente como um espaco vetorial no qual um elemento de volume orientado é
especificado.

Espaco, para Leibniz, é uma ordenacdo relativa de objetos. Mas, para o século
XI1X, toda ordenagédo deve ser compativel com a atividade de medida e com a estrutura
dessa atividade.

Toda teoria constitui um contexto particular do conhecimento matematico e
temos algo similar a uma concep¢do contexto-dependente do significado matematico
que é apenas modificado, trocado ou desenvolvido, de modo que essa teoria possa ser
usada em novos mundos-objeto.

Relacbes de igualdade séo relacbes de equivaléncia que sdo compativeis com
certas funcdes ou estruturas operativas, de modo que elas possam ser empregadas por
um processo de “definicdo por abstracdo” para construir a ontologia bésica da teoria
axiomatizada em questdo. Toda teoria tém sua ontologia particular, sobre a qual fala. O
termo ontologia ndo mais designa daquilo que existe como tal no mundo, mas refere-se
aqueles aspectos da realidade sobre os quais temos a intencdo e também o significado,

para falar de um modo matematicamente significativo. Pelo termo ontologia, o conjunto
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daquelas entidades, cuja existéncia é estipulada pela teoria, € descrito.

Tanto quanto a questdo sobre duas teorias que falam sobre o mesmo campo-
objeto ser usualmente resolvida pela direcdo da préatica social, parece ser duvidoso se
“uma compreensao adequada do problema da identidade matematica requer uma nova e
ainda ausente teoria formal que descrevera as relagdes mutuas que obtém entre sistemas
formais que descrevem o mesmo objeto”. (Rota et all 1988, 377)

Em geral, ela certamente depende de propostas e objetivos que alguém possa
trazer para uma teoria, da forma como esse alguém concebe 0s objetos da mesma. Por
exemplo: da perspectiva do usuario (onde o uso também inclui o uso tedrico) as teorias
sdo estritamente diferenciadas das areas dos objetos aos quais elas se referem, pelo fato
de o usuério ver o objeto de sua propria perspectiva. Considerando que da perspectiva
do “designer” da teoria, da perspectiva da atividade, ela propria; os objetos da teoria
parecem idénticos ao modo no qual eles estdo presentes dentro da teoria. A objetividade
é baseada na pratica social tanto quanto as abordagens alternativas que ele pressupde
para um objeto.

Desde Bolzano e Frege, uma equacdo a = b é usualmente interpretada como
referente @ mesma coisa de duas maneiras diferentes. A e b diferem intencionalmente,
mas sao idénticos extensionalmente. Uma tal interpretacdo tomada absolutamente pode
esquecer que dentro da dindmica do processo da atividade cognitiva, em geral sdo as
intengdes que contam, ndo as extensOes. Para estar ou ndo apto para se resolver um
problema e, por exemplo, da maior importancia como este problema pode ser
apresentado. O mesmo € verdade para qualquer conhecimento que queiramos aplicar.

A visdo apresentada aqui tem a vantagem de tornar claro, por exemplo, que a
consisténcia das provas necessita somente de uma natureza contextual para o0s
matematicos, e que 0 matematico nao esta interessado na consisténcia global das provas.
Nesse sentido, Godel mostrou que nao existem requisitos transcendentais absolutos para
a construcdo matematica. A luz do apresentado, isso significa que o pensamento
matematico €& objetivamente orientado e objetivamente determinado em seu
desenvolvimento, e que sua diversidade €, entre outras, tributavel a complexidade do
mundo.

A Matematica baseada na Teoria dos Conjuntos ndo considera a identidade de

objetos individuais, mas somente a igualdade de funcdes, predicados, conjuntos, etc., ou
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seja, entidades de ordem superiores, na base do axioma da extensdo. A identidade de
duas funcbes é estabelecida desse modo, i.e., duas fungdes sdo idénticas, se elas
produzem os mesmos valores para 0S mesmos argumentos.

f = g see f(x) = g(x) para todo x.

(De acordo com a teoria dos tipos, Xk+1 (XK) substituiria f(x), i.é., Kk+1
contém Xk (cf. E. Beth, 1959, 226). A identidade de elementos no nivel fundamental é
assumida “per si”).

Por outro lado, alguém poderia estabelecer, na base do principio da identidade
dos indiscerniveis de Leibniz, a identidade dos argumentos pelo fato de eles terem todos
0S aspectos em comum, ou em outras palavras, que eles ddo os mesmos valores como
argumentos para todas as funcgoes.

x =y see f(x) = f(y) para toda f.

Uma “dissimetria” é obvia: aquela que mostra que objetos individuais sdo mais
abstratos do que func@es e outras identidades de tipo l6gico mais elevado. A dinamica
da atividade construtiva matematica remove essa dissimetria, geralmente, pelo uso de
tipos mais elevados para estabelecer a identidade de tipos mais baixos, e desse modo,
explica o abstrato por meio do menos abstrato, embora isso implique, a0 mesmo tempo,
que muito frequentemente o fenomenologicamente menos conhecido é empregado para
explicar o mais bem conhecido, por exemplo, as Leis de Newton explicando o
movimento de corpos ou a Lei de Ohm para explicar os fenémenos elétricos.

“E verdade que, no passado, quando as pessoas tentavam explicar os fendmenos
animisticamente, elas ndo usavam leis gerais, mas “explicavam” fenémenos
desconhecidos através dos conhecidos (ou aparentemente conhecidos). A situacdo era
similar & explicacdo mecanicista, por exemplo, a consideracdo de um organismo como
uma maquina” (Krajewski, 1977, 30).

Para tornar uma tal abordagem analitica possivel, nés usamos muito da
terminologia metaférica. Quando alguém fala, por exemplo, em corrente elétrica, ndo
confunde eletricidade com hidrodindmica. O que parece abstrato pode ser duas coisas
diferentes, se consideradas, respectivamente, a mente construtiva ou a mente
contemplativa.

Com respeito ao conceito de funcdo, nds também usamos definir igualdade de

funcbes por meio do axioma da extensdo, enquanto o outro modo construtivista
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emprega certos funcionais, “funcGes de funcdes”, para estabelecé-la. A transicdo da
Matematica do século XVIII para o século XIX é caracterizada, em geral, pelo fato de
que os objetos ndo mais foram dados primeiro. Por exemplo, dada uma funcédo linear
(representada, digamos, pela expressdo simbolica f(x) = a(x), tentou-se na velha
abordagem sintética descrever as caracteristicas do objeto apresentado (por exemplo, a
equacdo funcional f(x+y) = f(x) + f(y)). Ou, para tomar o exemplo da Teoria dos
Grupos; o conceito de grupo primeiramente significou um tipo de grupo de
transformacéo, e os elementos foram considerados como particulares. Somente mais
tarde surgiu o abstrato de grupo. Partindo disso, proposi¢des declarando, por exemplo,
que um grupo discreto ou continuo com tais e tais propriedades tem uma representacdo
isomdrfica linear, elaboraram uma importante parte da teoria dos grupos e suas
aplicagOes. Desde o seculo XIX, inicia-se com determinadas caracteristicas que parecem
funcionais para a atividade do matematico e seu objetivo (por exemplo, a equagao
funcional acima e a continuidade da funcédo), e constroem-se representacdes ou outras
caracteristicas do objeto a partir daquele dado (por exemplo, a representacao f(x) = ax).

Durante os séculos XVII e XVIII, o interesse foi sobre o objeto, enquanto com
respeito a métodos se era completamente livre. No século XIX a situacdo foi invertida.
Todas as coisas parecem agora possiveis de ser tratadas matematicamente, ao menos em
principio, enquanto modelos de método se tornam mais e mais especificos. A
Matematica pura especializada é mais e mais baseada na prova de analise e torna-se
analitica.

Numa abordagem analitica, os objetos de uma teoria sdo idénticos as suas
defini¢cbes como dadas pelos fundamentos axiomaticos da teoria. O enfoque sintético
que prevaleceu durante os séculos XVII e XVIII (Boutroux 1920), embora tenha sido
chamado “analitica”, baseou-se no conjunto completo de propriedades do objeto, o qual
ele ndo descrevia e algumas vezes ndo poderia explicitamente descrever. Como tem sido
dito, a funcéo linear ou a linha reta etc. sdo dadas por y = ax; y = ax + b, etc,

(Um exemplo moderno muito instrutivo mostrando a interacéo entre o analitico e
o sintético € dado pela teoria dos grupos: por um lado, tém-se os grupos, desde que seja
dada uma descricdo axiomatica, e, por outro lado, emprega-se, por exemplo,
representacdo linear deles. Um modelo com uma representacédo linear acrescenta a nossa

informagdo, enquanto os elementos individuais do grupo sdo dados com propriedades
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adicionais que ndo estavam presentes na definicdo abstrata de grupo, as quais, agora,
podem ser usadas pelo matematico. Desse modo, a Teoria dos Grupos torna-se tdo
analitica quanto sintética),

E numa tal perspectiva que o trabalho de Cauchy (de cujo Course d'Analyse o
exemplo acima foi retirado) se apresenta claramente. “Um misto de métodos baseados
em limites de series de poténcias ou diferenciais junto a uma . . . combinagéo disso foi
substituido por uma doutrina simples, fundada numa teoria Gnica de limites . . .”
(Grattan-Guiness 1990, 1286). Essa nova concentracdo no método liberou-o e, ao
mesmo tempo, originou uma gradual omissdo quanto a indispensabilidade do continuo
ou de um principio de continuidade para a atribuicdo de significado ao sintatico e
operativo, seja no sentido das aplicacdes pretendidas, seja como um contexto intuido.
Em 1895, Felix Klein descreve o0 desenvolvimento de uma aritmetizacdo da
Matematica, que foi uma expressdo em sua concentragcdo no método, como segue: “Von
der Naturbeobachtung ausgehend, auf Naturerklarung gerichtet, hat der Geist aus dem
die moderne Mathematik geboren wurde, ein philosophisches Prinzip, das Prinzip der
Stetigkeit an die Spitze gestellt. So ist es bei den gropen Bahnbrechern, bei Newton und
Leibniz, so ist es das ganze 18. Jahrhundert hindurch, welches fiir die Entwicklung der
Mathematik recht eigentlich ein Jahrhundert der Entdeckungen gewesen ist. ... Bei
Gaup wird die Raumanschauung, insbesondere die Anschauung von der Stetigkeit des
Raumes noch unbedenklich als Beweisgrund benutzt. Da zeigte die nahere
Untersuchung, dap hierbei nicht nur vieles Unbewiesene unterlief, sondern da} die
Raumanschauung dazu geflhrt hatte, in Gbereilter Weise Satze als allgemeingultig
anzusehen, die es nicht sind. Daher die Forderung ausschlieflich arithmetischer
Beweisflihrung. Als Besitztand der Wissenschaft soll nur angesehen werden, was durch
Anwendung der gewohnlichen Rechnungsoperationen als identisch richtig klar erwiesen
werden kann” (ZMNU 1896, 143/144)".

* “partindo da- observacéo da natureza e dirigido para a interpretacio da mesma, o espirito que levou a
Matematica Moderna colocou em destaque um principio filoséfico, ou seja, o principio de continuidade-
Assim foi com os grandes pioneiros Newton e Leibniz, assim foi através de todo o século XVIII, o qual
foi, particularmente para o desenvolvimento da Matematica, um século de descobertas. Em Gauss, a visdo
geométrica e especialmente a ‘visdo’ da continuidade do espaco foi usada ainda sem escrdpulos usada
como base para demonstragdes. Mostra a pesquisa mais aprofundada que, com isso, ndo s6 muitas
afirmacdes ndo provadas como também a prépria concepcdo de espaco induziu a considerar como sendo
sentencas de validade gera fatos e teoremas que ndo o sdo. Dali, surgiu, a exigéncia de demonstracdes
exclusivamente aritméticas. Como propriedade garantida da ciéncia deve ser considerado somente aquilo
gue pode ser provado de modo claro com o emprego das operagdes aritméticas usuais” (N. dos T.)
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A proposicdo de Klein aponta para o papel essencial do principio de
continuidade que foi um principio fundamental ao pensamento dos séculos XVI1II e XIX
(cf. Lovejoy 1932) no desenvolvimento da Matematica Moderna. Esse principio foi um
exemplo de uma concepcdo de um contexto para o desenvolvimento da construcéo
matematica. Essa é a razdo por que a relagdo observada por Bochner entre o conceito de

funcdo e o conceito de continuidade é o fato mais significante que, no
relativamente recente pensamento ocidental, as concepc¢des de funcéo e de continuidade
tem envolvido simultaneamente e em fechada interpenetracdo intelectual com
dependéncia uma da outra, de fato, ou talvez, somente em intengéo” (Bochner 1974,
845).

Durante a transicdo do século XVIII ao XIX, o principio da continuidade muda
da posicdo metafisica para a epistemoldgica. Representa, ndo obstante, uma
caracteristica da matéria como tal, mas da matéria como representada em nosso
pensamento. Representa a continuidade de todas as representacfes possiveis, ou de
todas as possiveis perspectivas de um objeto. Essa idéia € manifesta nos escritos de
Carnot e Poncelet, entre outros, e é fundamental a filosofia de Peirce. De acordo com
ele, a grande caracteristica da natureza é a diversidade e arbitraria heterogeneidade.
Acdo mental, por outro lado, € caracterizada por uma tendéncia a generalizacdo, e
generalizacdo sempre emprega alguns principios de continuidade (Peirce 1965, 6.101).

Mas existe mais em relacdo a este principio. A Matematica da Teoria dos
conjuntos € baseada numa proposicdo geral de existéncia. O construtivismo nega a
possibilidade de uma tal afirmacdo da medida em que todo o nosso conhecimento €
relativo a natureza da mente humana. Peirce, por exemplo, diz: “O que eu proponho
fazer . . . é, seguindo o comando daqueles matematicos que questionam se a soma de
trés angulos de um tridngulo é exatamente igual a dois angulos retos, chamar a questéo a
perfeita exatiddo do axioma fundamental da Logica”.

Esse axioma € que coisas reais existem, ou, em outras palavras, 0 que vem a ser
a mesma coisa, que toda questdo inteligivel, qualquer que seja ela, é suscetivel, em sua
propria natureza, de receber uma resposta definitiva e satisfatoria, se for suficientemente
procurado por investigacdo e raciocinio. Esse € 0 modo como eu poria isso; diferentes

I6gicos colocariam da maneira diferente o axioma. Mill, por exemplo, coloca isso na
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forma: A natureza € uniforme” (Peirce 1986, 545f.)

Podemos observar nesse ponto que o principio da continuidade serviu a um fim
similar aquele do platonismo na Matematica pura, a saber, para assegurar que ha algo
para ser conhecido, que o mundo pode ser conhecido. Este proposito ou funcdo pode ser
realizada de qualquer modo como vemos, sem manter, necessariamente, a interpretagédo
ontoldgica do principio da continuidade que foi tdo proeminente durante os seculos
XVIl e XVIII.

A interpretacdo ontoldgica do principio da continuidade ficou ligada a viséo de
mundo estética da Era Classica (Lovejoy 1936), e sua importancia reduziu-se enquanto
crescia a concepcao da evolugdo. Uma perspectiva evolucionista cria um elemento de
indeterminacdo ou possibilidade absoluta na natureza. Ndo faz sentido conceber, por
exemplo, o conceito-funcdo mateméatico como uma imagem direta de uma suposta
causalidade ou regularidade da natureza, como foi o caso durante o século XVIII. A
esse respeito, Lagrange e Cauchy ndo falam a mesma lingua. Por exemplo, “ndo importa
0 quanto Lagrange afirme e insista que uma funcéo €, para ele, um objeto matematico
‘abstrato’, em seu modelo de pensamento; ela algumas vezes é, residualmente, uma
Orbita mecénica ou talvez uma funcéo fisica de estado; enquanto, em Cauchy, 6rbitas e
forcas e pressdes séo sempre funcdes, como o sdo para nos hoje”. (Bochner 1974, 837)

Entretanto, tdo desarrazoado quanto isso € reificar as proposicdes de teoria, do
mesmo modo como é absurdo conceber sua objetividade como uma superagdo da mera
I6gica formal. Qualquer perspectiva evolucionéria ou histérica pressupde o projeto
kantiano de mediacéo entre o empirismo e o racionalismo ou apriorismo. Necessidade
absoluta e possibilidade absoluta sdo indistinguiveis de qualquer modo (cf, Laplace,
Philosophical Essay on Probability); e isso mostra que os meios disponiveis para a
atividade cognitiva delimitam o espaco de possibilidades epistemoldgicas a mao. Os
meios da cognicao, entretanto, evoluem ao lado de seus objetos porque “the proof of the
pudding is in the eating”®

A nova visdo matematicamente abstrata do conceito de funcéo foi, como jé dito,
inseparavelmente ligada ao “principio de continuidade” (cf. Leibniz 1966, p. 84 ff. e os

comentarios de seu editor Ernest Cassirer). Esse principio introduz certas afirmacdes

> “a prova do pudim esta em comé-lo’, conhecida expresséo da lingua inglesa (N. dos tr.)
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descritivas na relagdo funcional. Uma relacdo funcional é continua, se uma “pequena”
variacdo na entrada causar, correspondentemente, uma restrita variacdo na saida. Em
particular o determinismo que surge disso liga o conceito de funcdo continua ao
conceito de lei na ciéncia natural classica (cf. J. Gleick 987, para os limites desse
determinismo).

Por um lado, o conceito de funcdo é radicalmente operacionalizado e visto como
uma “caixa preta”, que transforma “entradas” em “saidas”. Por outro lado, essa
operacionalizacdo radical toma lugar de acordo com o requisito de que a realidade néo é
cadtica, mas legalmente estruturada. Isso por sua vez parece pertencer ao requisito para
a aplicacdo da Matematica a realidade, visto que a Matematica funcionaria dentro da
estrutura do conhecimento cientifico do mundo.

Para Leibniz, essa lei de continuidade foi diretamente fundamental,
considerando a razdo apresentada aqui, isto é, que ela da expressdo a um requisito na
aplicabilidade da Matematica ou a aquisicdo de conhecimento sobre a realidade. Esse
requisito € que a realidade seja estruturada seguindo leis. Se alguém se esquecesse do
principio da continuidade, diz Leibniz, “o mundo conteria hiatos que destruiriam o
grande principio da razdo suficiente e nos motivaria a recorrer a milagres ou a pura
probabilidade nas explicacdes dos fendmenos” (citado por Lovejoy, p. 181)

O papel do principio da continuidade na formacdo do conceito de funcao torna-
se de todo claro quando se ressalta o fato de que foi somente uma viséo geral e
suficientemente abstrata das fun¢Bes matematicas que pode trazer a interacdo dos
aspectos complementares de funcdo, seja como operacdo ou regra por um lado, seja
como uma relacdo causal dada por outro. Ja em 1748, Euler definiu uma fungdo em sua
“Introductio in Analysin Infinitorum” como “uma expressdo analitica que é construida,
de algum modo, de varidveis e quantidades numéricas constantes”, e acreditava que
funcdes continuas eram exatamente aquelas que poderiam ser representadas numa forma
fechada por uma tal expressdo analitica.

Esse realismo conceitual que transforma a caracteristica fundamental da
continuidade num aspecto da “manifestacdo simbdlica” da funcdo, considerando-o,
entdo, ndo como constitutivo para a prépria funcdo, leva a grandes dificuldades e
inconsisténcias como a mesma funcdo poderia ser representada de modo que ela fosse

chamada continua e a0 mesmo tempo descontinua.
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“Nos trabalhos de Euler e Lagrange”, escreveu Cauchy, “uma funcdo € chamada
continua ou descontinua de acordo com seus diversos valores, . . ., que Sdo ou ndo
produzidos por uma e Unica equacéo . . . Contudo, a definicdo que nds recordamos esta
longe de oferecer precisdo matematica; as leis analiticas as quais a funcdo pode estar
sujeita sdo geralmente expressas por formulas algébricas ou transcendentes . . . e pode
ocorrer que varias formulas representem, para certos valores da variavel x, a mesma
funcdo: e, para outros valores de X, funcdes diferentes” (citado de Grattan-Guiness
1970, 50 ff).

Certos aspectos fundamentais, tais como a continuidade, poderiam ser, por essa
razdo, referentes a um conceito mais abstrato de uma relacdo funcional, um conceito
que deveria ser adquirido num processo de definicdo, por abstracBes de classes de
equivaléncias de representacBes simbdlicas.

Isso significa que operatividade ou funcionalidade, elas mesmas, devem ser
compreendidas, do mesmo modo como deve ser a concepgdo de correspondéncia. 1sso
faz com que seja relativa a conexdo entre o conceito de funcdo e sua representacao
simbolica. Lobachevsky (1793-1856), por exemplo, escreveu em 1834:

“O conceito geral requer que a fungdo de x seja chamada um nimero que é dado
para todo X e muda, progressivamente, com x. O valor da funcdo pode ser dado ou por
uma expressao analitica ou por um requisito que apresenta um meio de testar todos 0s
nameros e selecionar um deles, ou finalmente, a dependéncia pode persistir,
permanecendo desconhecida” (citado de Yonshkevitch 1976, 77).

O que esta sendo notado, e soO € supérfluo aparentemente, € a lista das diferentes
modalidades pelas quais a funcdo poderia ser dada, a qual aparece nesta descricdo. E
exatamente essa variedade e diversidade que constroi a base de formacdo do conceito
abstrato-tedrico de fungdo num processo de defini¢do por abstragéo.

O problema da relativizacdo dos meios na introducdo do conceito de fungédo €
expresso claramente na citacdo de Dirichlet (1805-1859) por Felix Klein. “Se num
intervalo todo valor de x é assumido por algum meio (grifo nosso) um valor definido vy,
entdo y é funcdo de x” (Klein 1928, vol. 111).

O fato de o conceito poder ser determinado por uma mera relacdo de entrada-
saida, i.6., ou de ele ser atualmente identificado pelo fato de entradas ou argumentos

idénticos produzirem saidas idénticas ou os mesmos valores de fungdo, conduz em
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Matematica a dificuldades e a uma inquietacdo que persistiu durante todo o século XIX.
H. Hankel (1839-1873), por exemplo, escreveu em 1870, depois de ter revisto a
definicdo de uma funcéo totalmente geral, “essa definicdo puramente nominal a qual eu
me referirei por definicdo de Dirichlet de agora em diante . . . ndo é suficiente para as
necessidades da anéalise e, como func¢des desse tipo ndo possuem propriedades gerais,
todas as relagdes entre os valores da funcao e os diferentes argumentos nao se mantém”.

Essa visdo abstrata, conceitual, de uma funcdo, acima mencionada, transforma a
fungdo em um objeto completamente desconhecido, como fungfes que séo idénticas
devido a um certo ‘imput’, podem ser totalmente diferentes por causa de um ‘imput’
diferente. Ndo é possivel, como foi, antecipar o comportamento “futuro” de uma tal
funcdo, i.€., o resultado de sua aplicacdo a argumentos que ndo tenham ainda sido
usados.

Por essas razdes, que sdo também indicadas por Hankel, a visdo do conceito de
funcao foi inseparavelmente conectada ao “principio de continuidade”. 1sso é, por assim

dizer, uma operatividade pura, indefinivel sem uma referéncia objetiva.
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